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ПРЕДИСЛОВЕЕ. 


Въ предлагаемомь ‘нын составленномь мною враткомъ курсов Выс- 
пей, Алгебры я отраничиваюсь сообщешемъ читателямь лишь тВхъ 
сон явь этой науки, ноторыя равно пеобходимы вофиь, присту- ^ 
тающимь кз изучено Высшей Малематики, какой бы отл№ль ея или 
ея примёненй они потомь. ни избрали предметомь своей спелцально- 
сли; короче-этоть вуреь содержить ийуииыи того, что обыкновенно 
требуется у паев отъ войжь студентовь математическаго отдёленыт физи- 
во-матемаличестихь факультетовь Учиверситеговь, и немного боле то- 
то, что требуется отъ отудентовь высигихив Технических ь Инотитутовь и 
Акадезий *), Такимо образомъ теоря уравненй, рЬжиныхьв вх радика- 
хахтъ, равно какф и теорема Абеля о незозможноети вообще рёшевшя зъ 
радикалахь уравнешй сгенени выше четвертой, какъ составляющя прех- 
меть спешальнаго курса Вмещей Алгебры, и шо той же причин тео- 
Ия инварантовъ и ковараняовь (такь называемая Новая Высшая Ал- 
гебра} ие вошли. в оставь этого курба. Подробная теоря рёщеня 
уразненй 3-ей и 4-ой степеней, по моему меню, тоже относится къ это- 
му спещальному курсу, а потому: я‚ограничираюеь лишь изложешемь 
способа Гудда для рьшены уразщен!й 8-ей и способа Форрари для 
рЬшешя уравношй 4-ой етелени, толь кажь это тробуохся даже програм- 
моми пысшихь спешальнихь учебныхь заведешй. Теофя опредВлите- 
лей, безь которой пынче рышизельно нельзя обходитвея, изложена съ 
доотаточною модробносмю; вв теорм симметрическихь функций и 35 
теорги системъ уравненй я ограничивелюсь дишь самыиъ необходинымъ. 
При составлен! послфднихь трех глыва, я пользовалея болфе все- 
то французекимь и измециниь переводами извфотнаго сочинения башоой: 
„[еззопв 0ё тойеги Ыв\ет А1верга“ и книгою профессора Ващенко-Ва- 
харченко: „Теорм опредфлителей и сеоря формъ“; при восталлени 
прочихь тлазь, кромё извбетныхь „Лекий‘цо Высшей Алгебрь“ 
Остроградевато, „Теорм оиредфленныхь алгебраическихь уравие- 
311" Сомоза, „Сода ФАЛЕЬЬие ворбмешге“ раг Зеггеф „Высшей Ал- 
тебры" Сохоцкато, я пользовалея также сочиненемь "Годнолег: Ай 
еетрелаиту енузе о Шё 'ТЪеоту оЁ едиаНолк. На а воПесНоп оЁехатр- 


*) Оздбльные $$ в Цблыя тядлыу содермаше собдеми, не тробуемни програми 
Техиохотическихь Ииститутову, осиблены въ ословивыри дофадочкою, 


1ез, 2 ею, 1867, и литографированными лекшями, читанныхи въ 
Институт* Инженеровъ Путей Сообщевя покойнымь Г, А. Орловымъ. 
У Тодтбнтера и Салмона заимствована большая часть примфровъ для 
упражиен!; часть ихжъ заимотвована и изь другихь вышеприведен- 
НЫХЪ сочиненй, въ которымъ, цакь и еще къ нЁкоторымь другимъ, л 
отсылаю читатели, который не пожелаль бы ограничитьсн сообщяенымъ 
эъ моемь куреВ. , 

Въ интересахь моих% слушателей я вынуждены быль приняться за 
переработку и печатане этого куреа во время полнаго недосуга, какъ 
разъ тогда, когда было много другой срочной работы; а потому, въ 
сожалвЕю, дфло не могло обойтись безъ тромаховъ и ошибокъ, изъ 
хоторыхь заифченныя мною нли моими слушателями уназацы вмёотВ 
въ опечалками въ конц книги. Безь сомн®я, мой первый опить 
дидактическато сочинены окажется не свободнымь отъ недостатковь и 
зь педагогичаскомв отношеши;-я могу быхь только благохареяь кри- 
тиЕЁ, которая указашемь тбхъ илиодругихь недосталковь моего сочи- 
чешя поможеть млЪ хотя при послфиующихь издащияхь, если таповыя 
потребуются, приблизиться иф осуществлению моего памфрешя дать 
учащимся такую знигу, которая облегчила бы имф изучен!е этого вая 
нато предмета съ наивозможко-менлшей затратой времени, 


М. Тихонандриций, 


Харьнова. 
22 Апимя 1887 г. 
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Веб зломентм одпото ряха могут» быть сдёльмы авинми единиц, 
36 повнонещомь одного, в олементы какого либо ряда жегуть 


бить пропращены зы пуль злее. 
Вичнолешо опуедблителей, Прпийры ен 
Равлолеще опрейфлиуеля %-го порякло но мимораму лью порядка 
(Теорека Лелллеа) у зеьеелаь,- и. 
`Умиожонйо опредблилелей усе -. 
Опредёлитель занмный ск даНиыи» осо 
Мипоры тавищиаго опредилитеяя ‚сео тье.. и... 
Сонриениые элемонты, Симнотричесвй опредфлителя; миноры ето. 
Ковой олимегричесий оиредблитель, „еее уеььн 
Рнюйе спотены и липойныхи сововунихе уравионй с5 № ле 
ИВЬЙОТПЫМИ еее еек 
Случай коды опредфииель равень нулю. + с оееееенеь 
Приибрх нуъ Дипомихи Якоби. ‚ее ень я 
Выражене простихь ейммегрячеснихя фушецй реть ооффаиранты 
уралиеш ом, форив опродфаителя сут ееееь 
*Глава ХИТ. Онемены совонупныхь равной. 0... 
Усяон ивобходимал п досгаточини хля толо, чтобы два уразнешя 
 иыбжи ОбЩИЙ НОреНЬ ‚узел але еань я 
Репультолин, Вто вычисление ст пононйю олниетричеекихь фуньщи : 
Прныфрь ма вычшеленуе результа ое. 
Получомио ровульиить по влособу общио ивибольшио жблилоля , 
Опоеобъ Эйлера для вычиелешя резульзаита еее - . 
Способ Онльвеотра 5... уе тьи я (... 
Оловобь, Безу еее е- .. ен 
Опособъ Кали. (еее еее нае 
Ви реульныитв , сео. ре атьь 
Пахондеше общего корня двухь урожиошИ, ное пайдень ре- 
ВУИ еее еее еат 
Сскежо даухь уранонй ср даун моноофотлитни, Полное урезяеае 
ет друмя пенолвотиыми уе еее .. 


Иокивуене одной ионавфетлой мат, двухь уравнений еь дьуми нер- 
зфепыми. Конечное урвзиеше. Теорема Позу отиосительно 
его томе 4... - .. ... 

Опиметричевыя фупкдя енслань рбщемй кух совр ууаме- 
и ср двумя полрйелиими (сес. . лье 

Олозобь Пувакини, лая вичиелоиы проек опвоменричевкихт, фу. 
ЦИИ систем. ишений дву уразиенй ов друюи иоязиботитьм, 
Вок зхлкь симнетричеонихь фуююйй . ое. - 

Свена, трохь бопокушиыхи троллелИй о дул нонифетинии. Ре. 
пулитииия ло сиотела; до эй. о. ОА . 

Полонное урозиое, подущщеное ото некиюмоны двух, лолзьбении 
и зрехь рирнен бр тромя’ ивизшотными. ео слелець. 
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$5. Стран. 
208-200 ` Ровулышить # уразионй оъ #—1 иолозфотиыки, Вкчиелеше симме- 
трическихт, фуиииуй онотемь ршошй #2. уравновйй съ #-1 

пемивенными, Воь резухьтани со... Сань. 998 
"Теорена Везу о отеценя донечнаго уравнавйн, получаемато чрозь мо- 
хяючене #—1 пезрыентыхт изъ # уралиевй оь й понв- 

ПВОНЫМИ с.’ еее еее стие 995 

Зи Пуныфиеще теор поключешя иъ задач, разсмогабипой пъ $ 168, 295 
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ВВЕДЕНИЕ, 


1, Величины, съ которыми намъ придется имфть дьно въ пашемъ 
хурев, будуть двоякато рода: одй изъ нихь мы будекь етиталь ни®ю- 
зщими опредфлонное, неязм иное значене, — ихъ называлюль поегоян- 
ными величинами и обозначаютъ обыкновенно первыми буквами да- 
тинскато алфависа: п, 6. 0...: прумя же мы будемь считаль не иифю- 
щими опредфленнаго значешя, 5, напротив, способными принимать 
различныя; тайя величины называются перемвиными и ихъ принято 
обозначать поелфдними булвами лалиненало алфавиты ву у, д. 

2. Перемфнныя величины раздёляются па два класел; есть величины, 
которымь мы можщемь. по произволу назначать то ли другое значене, 
—ияв называють независимыми иеремфнными, и друмя, которыя 
получаю опредёленпое значене, хакъ скоро давмъ опредвхекных зяа- 
четя первыме, сь перемною каждато изъ нозорыхь порознь и он 
изывилкугся: толя величины называются зависимыми ъперемнными или 
фуниц1ямн. Такъ радтусь круга я могу выбрать произвольно, Но разь 
овъ выбрань, то длина окружиоети и нлощадт пруга будуть величины 
сонершенно онредфленкыя, когорыя изифняюзел калъ скоро мы изив- 
имъ радтуеь: радтуев ируга есть олд. пезависимал перомфиткал, & дли- 
ма окружносги и величина плошахи вруга-—зависимыя перемвнныя или 
функити рамнуса. Рознымь образоми объемт. паралелецииеда будет 
функ ето длины, ширины и высоты, когорыя суть позазисимыя пе- 
ремфнных, ибо мотуть быть назначены произвольно, н тогда объемъ 
молучаеть опрекзленное значеже, которое изыфничех, какъ скоро мы 
иямбиимь вахое либо наъ его ивилревщй. Изо довалйе зазиснмоети од- 
ибхь воличинь отв другихо и соетавляеть предмегь лауни о величи- 
нахъ-— математики, 


Чнобы показить, что. величина у зависить отъ д пинтуть 


у=Р 


Высшая Азтебра: 1 


Лизомандрни 


ое - 


тдф - сокращен слова фунвлая, называють харахтеристикою. Для отли- 
ци одифхь функций оть других» перемфнаяють бухву Ё.па Г, Ф, 9, и, 
9, или прилисывають въ ной значьн вверху или внизу; танъ 


РФ, Ф®, 2®, Г® 


будуть обозначать все раздичныя функц, Въ случа если в есть фупк- 
ща мносиухь перомбпилыхь, напр. 2, у, 2, инитуть: 


и== (а, у, 8. 


Ио числу иеремфниыхь, функщи разиалются на функши одной, 
двухь, трехь и вообще многих перемфыныхт. 


3. Зависимость одифхь величииь от® другихъ опредфляетея рядомь 
АбНесь, которыя надобно произвести надь дапяыми значешщями ле- 
зависимихь перехфиныхь, чтобы получить значешя завиенмыхь или 
фузитий. По роду этой завябимости функц раздзлаются кв алтебра- 
ичесшя и трансцендентных. Функшя пазываетсл алгебраической, 
зотда завиениость ся оть независимыхь перемфилыхь опрелфяяетея 
поерехезномь конечпаго ряда алебраяческихь дЪйотый кадь значе- 
ими зюоелвиннхь; если-же она не можеть быть выражена въ конеч- 
замъ видЁ повредотномь знанозь алгобраичевкихь дйстый, то полу- 
чаеть назваше трансцендентной. Нложадь вруга будеть алгобраическая 
фувещи его радеа: к объемь прям кругового цилиндра будеть 
алгобранчесная фулющя радтуза г круга основа и вмеоты №: ве? в 
объеме паралелелниеда будеть алгебраическая фупкни ето дляви 2, 
ширины унвычоти я, ибо выражаотья том: уд; ко эх, совм, ви, 
сошх, зеех, созео т, сели и обозначиють перемфиную дугу, будуть 
чрапеденденныхи фунюцями 2, ибо значено каждой изъ этихь нели- 
чинЪ пе можегь быть вычисдено поередетвомъ конечпаго ряда алгебра- 
ическихь дВйстьй падьса они вырыжаютоя чрезь 2 при иомощи без“ 
зонечныхь рядове. Тоже должно сказаль и про полазательдую фунх- 
По 4, и логариомическую: 1092. Но изь этото не слёдуотъ, чтобы 
всящи дезкопечный ряд продотавяяль транецендетимтую фуижщио: ад- 
тебраичесйи тмино могуть разлаталтся въ безконочные рады; иримф- 
омеь мояент служить бозьоночная убиваюниия увометричесная зпрогровои: 


ани... На-Н.., 


В 1 
«умиа воторой сеть >. 
1—= 

Въ нашонь хуреЪ мы будемь запимальви исключительно ахтобрамче- 

скими фулкщятии, иногдю олько обрайталеь ‘къ тригономотричевкимт: 
хохорыя предполаталигся нузфеснымя изь курса григопомотрм. 

: 4. ПросуЪйиия алуебранчения фупкщи получаются поередетвомь осноп- 

Жыхл алгебраических дЬйетый, казть-то: сложешя, вычитания, умно 


ны, дълоны, воземтеня въ степень и извлечен радикаловь. Означал 
чрез а какое-нибудь постоянное количество и чрезь чи целое поло- 
зкательное число, эти фунищи будуть: 


Па 


сумив; 

2 а—= пли #—я — разность; 

8) — произведене 
4} 2 Нан — частное; 

5) — отепель; 


— т-ый воренх. 


Производн надъ этими результатами тЗ-не дЪйстыя въ валомъ-либо 
порядкй съ присосдиневщемь новыхь постояоныхь, получимт боле 
вложныя альебраичесши фунещи, напр. 


а" ва са 


Яегво видфть, что число сложныхь алгебранческихь функц без- 
Жонечно. 


Есхи мы имфемь ифохолько независимыхь перемфнныхь, 2, у, 2, то, 
производя различных алгебраичесыя дзйетмя пахь ними, получимь 
злтебранчесыя фушыаци миогихь независимых переи}нныхь, кашу, 
виа, 
ау уз -- Зее ту 

аа уе" | Залуе 
ар 
Че 8 _ 
о — 
Уря 

5. Алтебранчееня фупкци назызоотсн ралдовальными, когда для 
вычислешы ихл, пе требуетея пронзполить дфйсния извдечещя радика- 
ловъ изъ зыражешй, содерщилцихт порежбнныя пезавискмыя: таковы 
ве приводетныя зь предъидущемь паралраф за иениюченемь посл\д- 
ей; осли-же для вычисления значешя функтбя требуется. произвести и. 
дуйские извлеченя корной изв выражен, содержащих» независимых. 
псремфиныя, то фулющи назывался радивальниии или иурац1о- 
палримии, ^ Если-же дйетью извхечешя корней производится только 

+ 


ен т. д 


Ша 


ладъ постоянными количествами, изь которихь вмфетв с переифнны- 
ми составлена фунещи, то фуяющя веё-таки называетел рашовальною, 
талова, нанр, 


У? --8 Уз УТ. 


6. Рацюпальныхл алгебраичестя функц подраздфлаютея на: плыл 
— когда нозавнеймыя перембалых не входят въ дфлители, какъ нар. 


2 
ЗБ --та- 
и на дробныя-— когда 2 входить въ дЪлитель, напр. 
4 
па. 
5,1 


Облий видъ цвлой ражюнальной функши одной независимой пере- 
уфнной ебть слвлуюний: 


де... -Е-НЬ 
тб а, В е....н, $ означалоть цостолнныя величины, прётомь кая 
утодно, Дробную фулкцио веетла момио призееки кб зиду частнаго 
двухъ цвлыхь функц (пазываемыхь также полиномами), та что об- 
ий виль талой фунвнм будеть: 

аа а ел +... Не 

дате баг уд... ч-ия-На 

Въ этомь не трудно убфлижься на нруихЪрф. Пусть дама фунвцы: 


придел числителя и знаменатоля вт, одному зламеналюлю будемь имфть: 
ал (аи 8) Еве в) 


“а Ты о и 


нлн, виполная означениое дален дробей: 


[в (ааа -- сара. 


ба еее -- ре т (2-Е 
раскрызая онобеи, мы цохучикь въ чуелитель и знаменазелй полиномы. 


7. Редикальныя. функши разуфжиюсоя та порядки хакних образожь: 
воли дЁйсныю Извлечещи корней провзводитоя надт-рлуюнальной фуни- 
цей, то будемь имфть радикальную функцию зорвого порядка; 


в 


соли извлечене корня производитея надъ радикальною фуцетей пер- 
зато порядка, то мы будемъ имъть радивальную функц! ю 2-го 
порянюа; производя хфйстью извлечешя корня падъ радикальной фунв- 
цей 2-го порядка, будемъ им№ть радикальную функцию 8-0 порядка, 
кт. д. Быт. 

фа --с 

9-е 

будеть фунншя перваго порядка. равно кахв и 


ть «а 
ут 


3 
ае-Н]/ аг- 


тора как 


зе - Ува Ее --У я 


будегь 2-го порядка (благодаря второму члеву); 


у. 2-4 Ида. 


@ущеть 3-10 порядка. 
Ве предыкушя фуньли называя лвнимн алгобраическиии 
фунвцитки. 


фе --ая-Ре 


8. Значене веядой явной алиебраической фувищи можеть бымь вы- 
числено точно (рашональныя функции) или но крайней мёрВ сб же- 
лаемымь приближенщемь, коль скоро даны значениг независямыхь. пе- 
реммииыхь, отъ хоторихь завиенть данная фунищи: стоить только 
иронавести послёцовательно радъ узазаавыхь дНегый. Но тедерь пред- 
етазляолся обратный, вопрос: ири кахомъ вначенш независимой пере- 
мЪнной д данная его фунещи {2} получить данное зиачеяе А? Най- 
ти такое эвачене 2, для которато было-бы й 

Ра, [© 
значить рашить уравнен!е. Равенство (1), выражелощее услове, ко- 
торому должень. удовлетворять 5, ‘миенно и называется уравнен1емъ. 
Кажь скоро. удовлетворяющее этому условно значение 2 (означимь его #) 
будеть найдено и подставдоно шъ урарнене, го мы получииь тождесево 

Ко=А, 

260 вомтонннит дуйстья озночениыя чрезь { налёзо отъ знака =, мы 

получимь А, такъ что яФван часть предогазлиеме туже величину, 35 

другомъ только видф. Положинь-хребуеся. найти число, для вотораго 

2? равниетея 4; это хребоваще выразится условнымь раленовомь 
#4; 


в 


это будеть уравкен!е; если вмЁсто = подетавимь сюда 2, то мы по- 
лучик тождество: 
33=4 


бо, помкоживь 2 само на вебл, получимъ 4; яёвая чаеть слбдовалель- 
но иредотавляеть тоже число, только разложенное нь множители. 


9. Можно иосталиеь себф подобный вопровь отновительно функ 
многихв ‘перезённыхь, напр. 1'(х, у, 2), именно поставить евбй задачей 
найти тё значеня д, у, 2, для которыхь Е(х, у, 2) припимаеть хан- 
нос значеше 4, т. е. для которыхь 
(2) Жфуд=А. 

Этоть воиросъ сводитоя нк предыдущему, если мы дахимь произволь- 
яня значешя двумк перемфнинмь, напр. хи у, положим иаир. ==, 
у==0; тогда для # будемь ниюВть такое уразнене: 

8) ево: 

270 уравненю съ одлой пеизафетной г. Если-бы мы дали 2 и.у дру- 
ти значешя, напр. положили д==у, у==6, го получили-бы для а дру- 
гое уразноще 

4) в.в =А. 

Отеюда сл»дуетъ, во первыхь, что означенный вопроеъ: пайти нна- 
меня пезависнмыхь перомфянихт, 2, у, #, при хогоромь дамнал фупи- 
я ихъ принимать далное злачеше 4. сеть поопредвлонный, допу- 
скаюний безчисленное множество рёшенй (еели подобмай зонросб для 
фунющи ‘одной независимой переифихой икфегь р?упов1е); 10 вторых, 
910 в5 Томь случа одна изт незазисниижмь переминыхь сталонниея 
фудкшей прочихь, нагр. а фупетей х и у, нотому что опредфляется 
по даннымь значенльиь ихъ и изибляетея съ нзмфиешемт, калвдаго 
поровыь. Тажого рода функти, для опредфлешя значе которых гре- 
буслея рашить уравнезе, ибзываются пенвными фупещями, 


10. Зоировь о нахожденш значенй мезависимыхи, перемфниыхт, ири 
которых данных фунющи молучаюеь давыое знеченю, будеть опредф- 
деннымь, сохи чиело фушюйй, которыхь значено задается, будеть ран“ 
но числу пезавиекмыхь  перемфнныхе, и притом зан фушеци незави- 
вимы одна. ось другой, т. е, таковых, что вноченю каждой не можеть 
быть вычислено по дамцыхь эначещямь прочихь, подобно тому, пать 


ИЕ 
уяТя--Ия-Р, можеть быть вычислено, когда дано значеню 
2--у?. Наль: ‘вопровъ о пахожлещн значений #, у, 2, для поторихъ 

Ра, ур 4 
(1) (а, )=В 
Фу, 2) 


Ш 


будеть опредёлекный, вели только эти фунищи независимы. Найти эти 
значешя изъ условй (1), значить рыштить систему уравнешй (1). Р%- 
шеше сиетемъ уразпен!й сводится, кавъ увидимъ, на рис одного 
уравнейя съ одной неизвфетной, а потому мы надиемъ наить курсъ 
оъ уйшеня одного уравненм еъ одной неиявжетной, 

11. Вопрооь объ отыскали тажото значея я, при которомъ дан- 
ная его фунвия 

#&) 


получаеть данное значене А, т. е; вопрось о рАмевш уразмевшя 
«= 


можеть быть, очевидно, сведен на другой о вахождены того значе- 
я #, для котораго другая функ, именно 


т®-д 
обращается зъ нуль, т. е. на рёшетие уравненя 
#«—а=0. 


Значене, обращающее данкую функцию тождеетвелно въ мулт, назы- 
заетвя корнемъ фунеши или уравненя, лолучаемаго оть приравнизая 
ея. нулю. Если тождественно 


#(@&=0, 
то @ есть корень фупищи (2), или корень уравнены. 
#3) ==0. 


Вотда уравнеше приведено къ тажому выду, что справа от зака == 
стоить пуль, то налфво оть цего етоящее зыражене мазывается пер- 
зою частью уравнения, 


12. Мы можезь огразячиться отысканемъ корней цбхыхъ фуненй; ъь 
самомгь хил, дробная функц можеть обратиться из нуль только вет 
съ ея числитолемъ, что ше хасдотея до функ радинальлыхь, то во- 
просв о нахождеши ихь корней можеть быть сведенъ, презъ введеше 
вовыхь вопомогательныхь неизвфогкыхь ий рёшен!е системы уравне- 
в, перлыя части которнхъ суть раональныл фувнщи. Зевъ, вели 
хребуется пайти корки фунаци: 


Га) =ае ору - а 


то, полагая 
УсятЕаа-Ре=у, 
будвиь ииЪть ‘сйстему двухъ уравнений: 


ав у 


=} 
и -- да ==0, 


— в — 


тд% первыя части уже радюональныя фулеши обфихь перекфиныхь 
Еиу. Тези образомь первымь нашимъ вопросомт. должень бЕРРЬ 
вопроеъ о нахождени корней поланома или корней уравненм: 


ао" а а... .. 


ТАЗ 0, в, &.... йь павшслибо данныя постоянныя зелнчины. 


Изолврдован! свойстль уравиешй н способы рАшешя ихь совав- 
ляють главный предыеть Высшей Аллебри. 


18. Переходи къ чанимт уразнешлыь, мм вотрфчаемея прежде всего 
©ъ вопросомъ: всегда ли существуеть такое количество, которое будучи 
поставлено выфото 2 №5 данный полнпомъ: 


ды аа о --.. Рааа-Ная, 

тождеетвонио обращаеть его въ пули, 1. е. даеть нуль по зынолнеши 
па самомь дъяБ вефхь указаплыхь здфеь дАйстьй. Уравнеши второй 
огелени показылалоть, что утвердизельный отвфиь для всякого чаетлато 
случая получается только чогда, корда мы хополиижь тотъ численный 
матейаль, которй вотрфоалея памь въ алгебр до занячя квадрим 
лыми уразнетязи, новыми зелязинами — хомилекспыми. Кели дапо 
травнене второй отонсии: 


чо его уёшене 


будеть девать зещестоенных чиела тольшо пока 


‘ $°—4ас>0; 
кащь скоро ве будеть 
92-46 <0, 
то нодь коркемь будотю стонть леличниа охрипателиная, и оба значо- 
ям ах будугь млимыя, Шеди положимь ль этомь олучафь 


4—0 


то вначете х хопорь такъ представичен 


или полагая 


занимь образомь: 


Таколо Рода соединешя зежоственной величин съ чисто-ииимою 
пазываютсн комилевоными зедичичами, Вю комилекеной зехичил®, 


о — 


какъ частный случай, заключаются и ветественныя величины — когда 
41==0, в чисто-ыяимял, ногда р=-0, ибо вь лервомъ случа будеть 


зо второмъ 


Что рёшене уравнон!Й во поякомъ случаф потребовало знедения но- 
вЫхъЪ велитинъ въ анализь -— тутъ удивительнато ничего ить: воякое 
новое обратное дёйотше тробуеть расширеня первоначальнаго числен- 
наго материала: обратное сложевно дфйетые — вычитане потребовало 
зводеюя отрицательныхь величниь; обратное умножению дфйстые— 
дВлеше потребовало пведеня дробныхь чисеть, дВйстме образное в0з- 
вышенно в% стезень, -— нзвлечене ны потребовало зведеня 


насонзифримыхь золичииь кал у?, З уз и т. д. теперь дЭйотые, 
обратное вычислению явныхь фувиц, именно рфшене уравнейй тре- 
був зведеня нопыхъ пеличинт — вомплевсиыхт. Сперва, Го: потре- 
бовалиеь намъ для рошеня кзадралинхт уравненй, но потомф Гадесъ 
и Коши доказали, что помилененыхь величин, т. в, увда 


аут, 

А аи Ф веществежныя, достаточно вполяф, чтобы дать утвердитель- 

вый очвЪть на нашь лопрось: вояюй ли подиномь имфеть корень; 
другими словами, они доказали, что всякое уравнеше зида: 

во а аа 


зифеть корень вида 


аут. 
Прежде чЪмь доказать это прелложеве (что мы сдфлаемъ по еио- 
‹0бу Коши), намь надобно познакоминьея со еройстлами комилеконыхь 
величниъ. 


ТЛАВА Т 


Свойства комплекеныхъ величинъ. 


14, Теорема. Комплексная величина, 


аи! 
можеть быть аншгь тогда равна нулю, когда порознь 
в=0 
и 
ДЬйотвительно, если 
то 


и, сябдовалельно, 


(ибо (И =-1) ода 

#--=0; 
но сумма двухь вощественвыхь положителлныхь величинъ, каховы 
а? и $7, по можеть бить иначе равна нулю, пак чохько когда каж 
дое слагаемое порознь равно пулю, т, в. а ==0 и 5 ==0, а отеюда и 
вафдуеть спавинное. 910 иродложеше можно доказать оше и таки 


вели бы было _ 

а--И—1=0 
при аи огличныхь оть пуля, то изъ этого уравнешя, рёшая ого 
п У-Т, ны получили бы: 


У-1 
т.е У — 1 равкялоеь бы. зоществопной величин®, между тм» цао 


на самомв дфлВ кфть такой зедеотвенной величины, ноторой ивадрае. 
равняяея бы —1. 


— 11 — 


15. Слвдогые. Дв комплевкеных зеличины равны, когда порознь 
равны зощественныя части ихь и коэффишенты при У—Т. Д®й- 


ствительно, если 

а-ву—т=е-ау-т, 
то перенося калёво, получимь, собирал веществепиое въ одинт член, 
мнимое въ другой: 

«—9--6-ФУ-т-=0, (0) 
& 310 по кредыдущему возможно лишь, когда 


&—в=0 и $—4=0, 


= 
4=5. 


18. Изь (1) предыдущаго паратрафа видно, что разность двухь жом- 
цленоныхеь зелизинь «РУ 1 я г--9И-—Т принимаеть ном- 
плененый видъ 


«—0--6—ФУ-Т.. 
можно показать, что вообще алеебраичебкая сумма, пахото угодно числа, 
хомплеконыхь слагаемыхь есть тоже иомилекеная зеличина. Пусть дано 
найти сумму количеств ау 1, вевау- 1, =е-ги- 1; 
мы будемь имзть: 
ну о--ечу уе Э=еиы-—9)-НФа-РУ-т, 
хо предетавляеть количество вида: 
а--ву—1. 

17. Произведеше двухъ помплененыхь величинь а--5/—1 и 
«--4аИ-—1 будеть количество того ще вида; дВйствительно, унножая 
ло правиломь умложешщи миоточленомь, будемь имбть: 

ау 
Же 


ав И—1 
аа п-т) 
ав-|- (бе аду-т-ь (уп; 
хо (И 1—1; потому овончалельно; 


иго хеРауЭ=ю-а- ее Раду, 0 


откуда и сяЪдуеть ехазанное. 


18. Произнедеше двухъ хомплеконыхь величинь въ одномъ частном 
случа можеть получитьел и вещеотвениое, именно когда будет 


эе-Рай==0; 


отеюда 


(означан чрезь © общяго внаменателя этихь отпошены) и, слфдо- 


ваяельно: 
=а0 


а=—50; 
тежь что въ этомъ случа наши множители будуть знда! 
аи 
вау. 


Если въ частности в==0, олёдовательно, о==1, то будеть 4= —6 
и, сфдовательно, эти множители примуть такой пил: 


) аи 

а—5 у 1, 
т, в. будуть различалься только знахами мыимой части; тая выраже- 
ця ‘называются сопряженными. 


Произведещю двухз сопряженяыхь выраженй будегь: 

(3) ев ое-уиоее-и, 

какь ле трудно видфть, полазая в (1): с==и и 4==-Ъ. Влорвя 
чаеть равенетва (3) есль суниь квадратовь вещественной чвоти зыуа- 
жены (2) (того или другого) и козффищенть при У/--Т дь томъ же 
зыражени; эту величину Гаусс называль лормомь (Мона) мнимаго 
выражены, корень квадратный изь пора, ззятый оъ положительных 
знакомь ивзыьають по Коши модулем комиленснаго зыраженйл. 
Два, сопряженныя помилекеныя количество имеют ‚ Очевидно “одино и 
тоть же модуль. 


18. Разь доказано, что произведено днухь хомилевскыхь зырвонй, 
веть зеличнна тозке комплексная, то легко доказать, что ироизведев!е 
Жакото-уюдно числа комплексныхь зеличияь будать токе комилехоная 
воличина, Въ вамомь Ви, полатая или краткости 

ве =А 
ва--и =, 
мы имфемт по (1) предыдущего 8: 


@) ему е-+ау-Ъ 


Афву: 


13 - 


помпоная об части ва е-ГУ-Т, будеиь имфты 


(ау ое-+аи-ве-у-ь в 
=@-+вУ-пе-МУ—Ь=о--и-т, 


9= Ав— В 
р= 4Ё-- Ве. 


7% 


Помномая (2) на у--®И-Т, кы получимь результать оцять того- 
же вида ит. д, 


20. Можно это предложене доказать и сразу для какого угодно 
числа множателей. Длх удобства обозначинъ пех» множителей чрезъ 
а--/— 1, отличан одвиь оть другого значками у буквъ @ и 6; та- 
кимь обрезомь пашо произведеше = компледощыхь величинь тахь 
наниметел: 


(«НИ (а-НЬИ- «ву... НьУ—. ® 


Расирывааь скобки здфеь мы будемъ таликъ образомъ: сперра возь- 
мемь произведене первых члоновь биномовь; это бухеть: 


9... а} (4) 
затфиъ сумму произледекй, получаемыхь отоюда трёзъ замёну наждаго 
а соотвфтотвующимь 6 — 1; эту сумму обознажимь такь: - 

Ут... ; (5) 


нацисавь посл знака суммы: > первый члепь ея, нажь представителя 
зофхь прочихь. Зачфиь въ (4) замфнимъ каждую хомбинацио изъ & 


по дна соотватолвениою изъ 5/-Т; лолучныы: 
Инь... г. (8) 


оцяжк изобразивъ сумму одним» слагаомыме, ‘как продставитележь 
зевхь ему подобных, И т. д. Наконець заыфниьь 30% @ соотвотвен- 


пыми Фи 1, получниь послбдий членф произведедя, именно 


(ИУУььь.....Ы. {т) 
Приннуйх теперь в0 внима, го 

ура = 

МЕ а а. ® 


(Ив == 


мы будень имть: 
РУО ы-ьУЕЭи-ьУ-Ь.... бы НьУ-И 
{5} Ча... — УИ... -- ХО... 
У -Ь в. вн — ЗЫ, >. р--9и—1. 
что и требовалось доказать. 

21. Если 


в == === ,.. = 


и 
иы=Ь=... ы =, 
10 оф члены каждой суммы Х дВлающея равными между собой, а п0- 
чому каждая сумма приводетел въ одному мзъ слатаеныхь помпожен- 
дому нь тисло икь въ ней, и такимъ образомь равенство (9) обра- 
щавтея 5 таоё: 
в(в—1 


Ча-И» = ^*— р ея 
(#1 (и— 2) в—3) 


вари 

о | таз ета ....-Н 

( в(и—1)в—8) „_ 
тит м 3 -|- 


4.2 ое 2) о #4) ив ИЕ 


Это-же можно получигь и прямо примфния биномь Ньючона и при- 
нимая во воиманше (8) предыдущато $—_Дйетвительная часть наира- 
30 отБ чпака == содержить чегюыя отецени отл 5, коэффицет ири 
Ур—1 мочезтыл, поэтому вели мы перомфиимь у 6 знакь па иротин- 
ный, то направо 15 (1) перемфнить его тольшо вырижоню, мнола- 
щеся ша ИТ, т, е, ели 


ву -д-зу-т, 


@—И—1=А-Ви-т, 
{означвя сибдолательно чрезь 4 зещестяенную часть въ (1), & чрезъ 


то будет: 


В зозффищенть пи УТ). 
22. Изъ предыдущего слЭдуегь, чо вели положинь 
(1) ры Рама... лев, 
=. в. онналимь чрезь /(2) излый нолиномь, то евудьумеь ветании 


а--Ъ/ выбето д въ этоть полномь будеть лида 2-|-ОИ 1, 
г. е. будень 


@) Реут у=Р--9у 


— 18 -— 


Хели вс коэффищенты полинома (1) вещественные, то будеть 
Тау =Р—9у-1. (8) 
Дуйствительно: это будеть въ такомъ сяучаф слразедливо относитель- 
по вашдато члена полинома въ отлфльности, на основан:и доказаннаго 
35 конкз предъидущаго $, а сиё. и для ихь суимы, 
Если 
Р=о и 9=0, {4) 
чо будетв по (2) 
еу- (5) 
всли-же козффищенты полинома {(х) зе вещественные, то тогда, бу- 
деть инфть мфето и (3); и изь него по (4) будеть сявдовать 
ГИП —0, ® 
т, в. въ случаЪ вещественныхь козффищентовь полиномя, кавъ 
скоро в--ЪИ —1 будеть его корнемь, тои «5 И- 1 будотв. его. 
ворнёмь; иначе говоря въ случа вещественныхь козффищентовь по- 
линома, комплексные корня будуть попарно сопряженные, 


28, Не трудло доказать, чло дёлене комплекеныхь величинъ одной 
па другую дасть результать того же вида, т, е. будеть комплексная 
зеличина. ДЬйствительно, пусть требуется найти частное 


аул, 

о+а/-1’ 
помножая числителя и знаменателя на сопряженное съ змаменахелемь 
количесгро с-—@ --1, мы ие изифиимь результата; во тогда мы бу- 


демь имЪть: 


аи _@НУ-Ое—и=1) аеры--о-оду т 


оаута вау чу) я-а 
— 90-59 0—2 
я + ра уд 
т. е. 


полатая дия краткооти; 
в6--58 и 0=9—2й 
аа аа’ 
что и требовалось довадать. Въ одномт Только. случа иожегь полу- 
читьох зощественцое частное: это когда 


р 


фе —а@а=0, 


или 


+. ©. когда вещественныя части и коэффименты при У — 1 пропорио- 
нальны, 


24. Изь предыдущаго слфдуеть, что результат ветазки а--6И —1 
эъ дробную рещональную функцро будеть того же вида; дйотвитель- 
но: дробная функшя всегда можеть быть ло $ 6 припедена въ чае 
ному двухъ полиномовь, слёдовательно ло $ 22 пъ частному двухь 
комплексныхь ведичинь, которое но 8 98 будетв такал ке величина. 
Если в% дробную ращональнтю фупкцио св вещественными коэффи- 
пуентами подотавить зыфето х дв сопраяжециия комилекскых величи- 
ны, то результаты будуть сопряженныя компледеныя величины. Дёй- 
отвительно, зтуст"ь 
иле 
Е (@) 
данная ращональная дробь съ вещественными коэффищентами’ ‘вели 
положииь д==а-ЕЪу/ 1, то бужеь ныфув: 


и-му 
ги ра 
ИИ 
или 
{Мм 
о и- ШЕЛ ПО, 
ебди положимт и==а—ЪИ—1, то по 8 22 будем нифты 
Ми т 
И—Уи-1 
или. __ __ 
(2) = МУП УУЬ 


; 0 -- 7 
0 знаменатели (1) и (2) велеетвенные; числилели же получвиотви 
одишь. изъ другого чрезь леремфну зака у /-—1 па противный; сяф- 
довательно у: И у; суть сопряжепныя велнчины, что и требовалоеь до- 
хаваль. Тажимь образоюъ можно сцалать что результаты зетавки 35 ра- 
цюнальную функцио съ вещественными коэффищентами двухь соиру- 
женныхь ‘зыражон будуть танже сопряженных величины. у 

35. Можно безь особеннато труда дохазать, что и корень квадратный 
изъ комплененой величины будеть тоже комилененая водичина, Жии 
доказательства, положимъ, чо 


ш. Узи ЕЕ 


Ши - 


это самое общее предположене, ибо кать мы видйли, вв хомилеконой 
зеличин заключаются кикь частные случан и вещественныя и чисто- 
мнимых величины. Возвышая (1) вв квадрать получим: 


ат, 


т, е. шо 8 18: 


я—ур а; 
| Зву‘ = @ 
Изъ. поелфдняго беремъ у: 

Ё 
Уд’ (3) 

и вносимъ въ первое; будемь имфть: 

или 

® 


Отеюда паходимь: 


= УИ. 
2 
Тань казь У а?-- 6? воегда божфе численнато значешя а, то дя я. 


мы получииъ вещественныя  значенёя, только взявъ предь Ут 
знал -|-; потому, отброеизь (—), будемъ имфть. окончательно: 


=У/ эУРИ, @ 


Внося это значене въ (3), будемнь имбты 


Ел 


у 


В 
мы получимь окончалельно послв сокращения Нил: 


фириа Выбщей шиола 


ВИ ПАдьч рии | 


Фихомондрищий. Вношал. АлгобР. 


. 6..4) 
к 


= в- 


Задфев и въ (5) нувно браль или заразъ въ обфихъ верхие зиадя 
или заразъ нише, тань то слёдуеть изь нашего вывода послфиней 
формулы, 


Итакь дйотвительно мы находижь для Ув 1 вырынеше 
вида «-уИ—1 (и иритомь два, получающуеся одно изъ другого 
чрез перем ну знака обоихъ его членовь, хакь и для случая $==0), 


26. Чтобы распространить послфднее предложеше на велые корни, 
т. е,, чтобы доказать, ‘го извлечене корня какой угодно степени 
изь комплекснаго количества будеть тазже комилеконое количество, 
камх надобно сперва попазать другую форму, 25 которой волкая пом- 
злехепая величина можеть быть предотавлена. Пусть дано комплеко- 


нов количество 
аут; 


зеогда можно найти талёя дв вещественных величиян: положительную 
си, которая можеть быть и отрицательная, что будет 


Ге] аъ 1=0 (@89-+тФУ-=\. 
Дфйствительно, раскрывая скобки будемъ имйть: 
въ =00е--У— Тов, 
это, по 8 15, распадаетол на олёдующя два разенствах 


@) { 6008ф 
^ б8тф ==5; 


@; 


зозвышоя въ звадрать и складывая, найдомт, что 


и, 
откуда 
в ое уЯ: 
слфдовалельно, @ воть модуль; тогдь изъ (2) будень имфть 
в . ь 
4) 603 ф == ; 8: ф = — ` 
‹ Уя-ы ' ыы Уй-ы 


Здфеь для в08ф и 5Шф мы имфемь правильных дроби; сл\щова- 
тельно, дуга ф возможна, кромВ "того, по 5шф и в08ф онь опред 
лялехоя внолнф, езли тольшо будомь отраничиваль ее предфлами 0 к 8х, 
т. е; будемь иснать дугу ле боле 8 и ие мешбе 0: зиая такую, ми 
лолучиыь всф остальных духи, удовлехворяюнуя уразяенйииь” (4), при- 
дазая кб ней 2ил, гиб # иное число, положителиное или отрица- 
тельное. Ухохь Ф назывдел аргументом комижененато количества, 
форма (1) иряведелисю формою- (тебе). 


— 19 — 


27. Двф приведенныя комплеконыя величины равны, когда ихъ мо- 
дули равны, а аргументы разнятся на 2. Пусть 


6 (059 --/— 1319) = +(088 --/ 11$); (1) 
отеюда по $ (14): 


о } ©) 
ор ф == е8щ # 
слфдозательно, 
и 
=’ 

{ибо 06% положительныя величини); а тогда изъ (2) имфемт: 

603 ф == 058 | 

рф = зщ 9" 
откуда слфдуеть, что 

= ф--2л, 


что и требовалось. дожазаль. 
28. Модуль сумня или разности дзухъ комилекеныхь величине не 
боле вумиы модулей и не ненфе ихъ разности, Пусть 
аи 1 =е (сз РУ Т п 9) 
с--вИ—1 =» (о НИТ); 


тогда 
аа = 0099-Е 10) УТ то-ли) 
и, олбдовалельно, модуль суммы (или разности) равень 


Ио ф Е тео Г озто Е" 8 = И Е 570 —дР; 
но стоящее подъ }/ выражене увехичится, если. мы == е0з (ф— 4) за- 
мВним» ваибольшею розиожною для нея величиною, именно -|-1,; и 
уменьитихел, если Ми ее замбнимъ наименьшею: — 1; но въ лервомь, 
случав мы будемь ныть ложь И пладрать сужив: (0-2 =), во вто- 
ромв квадраль разности (0—9)*; елЗдовательно: 


[о—# | < Ув фм «ет», 
что. и требовалось доказать. Здфеь | о-—” | обозначаеть по Вейер- 


трассу абсолютное значене этой разности, стало быть о-—-®, ееди 
е>и, и’ о, едио < г. 


29, Это предложене; впрочемь, можно доказать и не пользунею при- 
зеденной формой комилененой величины. Дйствительно, модуль суммы 


(или разности) а-Ъи-1 Е «аут, будеть 
Ибо ==УЯИТаТ и; 


сумма ще модуюй УРТуУ О 48 булеть = 


Иа ур; 


Ни) ам) —о-ро я-а — 00649 = (ва 96}, 
слВдовательно > 0, а потому 
Уй--ИуИРЯ> | ве --а|; 
почему; взяюъ во (2) -|--, получимь величину большую (1); ввявз (—), 
получимь величику меныпую (1), кажой бы мы изъ энакозь тамь ие 
взяли, верхйй или нижний, 


30. Модуль произведешя ифоколькихь комплехопихь величинъ ревень 
произведению ихъ модулей, а артументь алгебудической сумы ихь арху- 
мевтовь. Достазючно доказать это дия двух множителей, повлВ чето, 
ме трудно уже растроеграпить это иредломеню и на какое угодно чи- 
вло ихь. Порвиножая 

© (039 РИ —1Тзт 9) и (в УЛ ьви), 
получим: 
© (ев9-РИ—тТ 819). + (оз -- И ва) = 
=. = [603 ф 003% — зтозы РУ 1 (605 фатф-Е яп ф вов), 
но мы знаемъ, что 
608 (ф-|-- 4) == 03 008 ф-— зафзши, 
зп (ф-т) == Ф 03 -- 510603 ф, 
& потому будеть: 
6(00вф + УТ 9). + (зи РИ шу) = 
== ^[воз(ф-- НУ 1 ма фФ-Н У, 
отвуда ‘м олвдуокь сказанное. Помложал 00% части этого равепотва, па, 
В (сз -ВУ-Тяп $), получить: | 
© (сова -РУ—1 119) .+(с0зи-НИ ТТ зщ у) В (089 -[- 
о. и [воз (ф---НУ —Тав (и -- 91. Вов й-- У 
=0. =. В [воин -НИ-1 а ф--»--9] 
нхл, Это можио обобщить и раопроетранииь на какое угодио чнело 
® ипожителей, Пусть требуелея найти нроизведее ж множизолей: 
(сова. НИ-Т ше); обвовф-НИ-Т эйьро); .... бысовф,-РУ 1 зтф,); 
перемножал, будем инь: 
я (созфи--И. 1919). (сов УТ)... бы бсозфи-НИ Тушь 
Не. ооо ни-ни. Нь)-НУ Тя нь-Н НФ, 


2 — 


Допустивв вфрность этой формулы ля » множихелей и помножая 
да она (08 ый --И-Я 919,4), увидимъ, что она вфрпа и для 
п-|-1 множителей, 


31. Модуль частиало равен модулю дфлимого, раздфленлому па мо- 
дуль иВлителя; аргумевть чаетнаго  равень аргумензу дфлимато безь 
зруумента дЪлителя. ДЪйстьительно, 


© (соз ФИ } 2 Ив) 
+ (в0зф--И ИТ т) 
— © © И-Т ав 9) [вв С-и) РУ вс. 
+ 03 р 5 р > 
= < [оз (ф — Ф-НИ—Т эй (ф-— +]; 
110 и требовалоеь довазать. 
32. Положизь ть $ 26 
9—0 =0= ... == =0 
ФЕ. ., 5 =ф, 
зы будема имь: 
[© (ев --У — 1319) ==" (сви --/— 1819), (0 


т. в. чтобы возвысить приведенное комплексное ‘количестро въ и-ную 
степень; надо модуль возвысить в5 эту стемень, а преументь умножить 
ла ‘показателя. стецени. 


33. Вели е=1, то формула, (1) предыдущаго. $ обратитея вв фор- 
мулу Моапра: 


(све-НУ— 1919)" ==в0зиф-|-И —1втиф. 
34. Поремвникъ в% дослбдией формул ф на— ф, получимь; 
(95ф—И— 1819)" == с0зяф —УИ1 8 во. 
Схладывая обф послфдьйя формулы и вычитал, найдем: 


(зо -иИ-Т эт" -- @3Ф— И —1519)* @ 
2 


во5яф 


(с0з9--У —1 39)" (030 —У 15909), @) 
ит НЫ 

эти формулы позволять найти зыраженя 9 и с08 кратной дуги чрезъ, 

стелени эр’ и-603 простой’ дуг; ния этого стоить только расхрить схоб- 

хи. по бивому-Ныютола, СОдёлавь зто, будемь иифть: 


Эф == 


в(и— 1} 
1.2 


603" оз ф-| 


605 я ф — с03*ф 


еее ели Ш 
в ава 08 - рф ,... 
зтиф == 008" -?фэпф— ВОВ аж -раий4- 


4 ие 9 603" фа ф— .... 
1.2.3.4.5 

ть ХОБ ЗИ? ф ==1-—^605?ф, то с0зиф вбегдь мовно предотавить 
зъ видв полинома и-ой степени относительно 408ф; если ® чежное, то 
можно его предотавить въ вид полинома я-ой елепеци отв зт ф, тыеь 
назь с0%ф=1.— ма? ф. Что касается эшюф, 10 когда я нечетное, 
зеегда можно ого выразить чрезъ одинь чшф, именно въ видв иоли- 
нома стенени я относитезьно миф; если же ю чёткое, то воетда, може 
по внравить въ зидВ произведешы пожинома стецени в —1 олноеи- 
тельно Миф на с05ф. Зъ обоихь случаяхь ясетда можно предетазить. 
вивф ль вид произведены полинома и -- 1-ой степени отвосителько 
в08ф на миф; другими слоземи, частное о ваегда можно пред- 
отавить въ видь полинома стецени ® —-1 отноеительно с08ф. Ухазая- 
нымь способомь однако эти выражештя получаются не особенно лего; 
для этой цфли есть друге премы *); по мы на чихь здйоь по будемъ 
останавливилься, Замфтиить только, прежде чфиь остазимт ототь пред- 
2? 
Ф 


меть, чзо чаотное — ‚ прикимающее для ф==0 ии --, оботь 
Н 


значене ==, хавЪ то ВИДЕО изъ (3); если вторую часть раздфлить па 
рф, и затЪмь положить ф==0, веб члоны частиато за ноключетемь 
первато, который будеть #005’, обратятся въ нуль, а этоть обра 
тия въ в. 

35. Изъ формулы Мойлре можно вывести и раздожене етенецой в ф 
п 603 ф ло синусамь и косинуеалеь кратныхь оть ф. Положим дах кра“ 
зости 


(1) вов -|- ИТ етф==в; 
{2) вв ф— И 13 ф 
отьюда 

(8) Ревф=и у, 

(4) ЗИ 10 =и— о; 
олбдовалельно 

(5) 2% 05° ф = (и), 

(6) 2 и Упфяз(и- 9)", 


Ст: бы. Вейедий, 1 Тгайв @и сай а огонне, 


Оетаетен раскрить скобки шо биному Ньютона; дфлая то сперва для 
08? ф, мы будем» соединять въ одянъ члены равноотетонийе оть прай- 
нихь; тогда будемь имть: 


тов" фа (ии) Рино 8-9) ) 
О ии | 
—П@— 
| во 2) рии +... Е (0 
=)... ®#—#-- 
Ее - 2 6 Е Пл (ий и)... 


причемь послёднимь членом», вь случиВ  четнаго, будеть 


(ив —1).. 
(8) 
1.8.8 
я въ случа я нечетизго: 
3 
пи—1). (+ 
— (9) 
1.2.3 
Но изъ (1) и (2) чрезь перемножене находим: 
9. 9 == 6081 ф-|-- Ш? ф=1, 
слфдовалельно и 
жит; (10) 
далфе оттуда же по форнулф Моавра имтемт: 
эт = 260%; (10) 


полагая здбеь тел, я—2,и--4,....В-— 2% и внося это въ (7), що 
совраеяи на 2, получинь: 


в(и— 0 
1.2 


#43 в -.... {12) 


%-1 05" ф == 608% ф +603 (и— 2) ф- с3и—Фуо-.... 
ии —1)...®— 
+ 1.5.8... 


причемь, въ олучаф и четнато, посявднимь членомь будень: 


ео.) 


2.1.2.3. й 


(13) 
8 


(149) о 89. 


38. Пероходимь хенорь нь равврытю второй части равенежва (6) 
предыдущего 8. Раскрыхая по биному Ньютонв, получимь: 
в (@а— 
) +0 1.2 
те... О аа а 
с ИЕ ея... ЕС 1. 


а 


25 (И — Пи" рее вить 
а) 


Здфсь во второй чаети знаки -|[-и — чередуютон, №5 случа я чотнаго 
крайше члены, а сяфуовательно и вообще равноотстояще оть нихь 
будуть имфеь одинаше знаки; въ случаЪ ю цеметзнато, крайню член, 
а слёдовыельно и равиоотстояице оть няхт: будуть имфеь противиые 
зноки) въ виду этото мы должны отдФиьно резокотрАть тот и иругой 
случай, 

Зъ случай » четнаго, соединяя подобно тому кавъ эк предыдущемь 
$ мы ото дёлали для с08"ф, члены равпо-отетояиие тт одинь, будемь 
инфы 

ИТ ии") 


+ ®#—Ъ по иен — 


= г. = иво (п 


что на основани (10) и (11), ло сохращени па 2, приметь талой видны 


й 
(172 ии вот фи 08 (и— 2) Обь 4 


+ те @—0...@б ВЕ 608 (в - 2 -|... 


1,2.8,..Ё 
(2) в. 
вв (#— 1)... [5-1 
. я.) 
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Если я нечетяое, то соединял по прежнему въ одимь члены равно- 
отстоя е оть врайвихь, мы получим: 


(УТ рий о оно и-9) | ия +") 


_ |-С-1 и. 5. еек и в .,,. |. 
==) (3) 
(0? Ре... — и 5) 
1.2.3 == 


Но изь (1) и (2) предыдущато $ по формул Моввра имфемъ; 
2 Т вто; (6 


инвя въ виду это, и тавже (10) предыдущаго $, ко сокращеши обфихь 
частей н® ЗИ мы получимь: 


#—1 
О? ину = яр — ини 2)9- "о 5) 
ЕС лу @— 1. 0 


5 ЕЕ 8 (и—29--.. 


ео (99) 


зт(и-—4)о 


®) 


ГЛАВА 1. 
Двузленныя уравненя. 


37. Переходимъ топерь ть извлечено ракиналовъ изъ комулононыхь 
величинь, Пусть 
@) аи == (оз ф-т) 
ТВ = -—-1, есть данная комилеконая величина, изв которой тро- 
буется извлечь корень и-ой степени, Означая этозв пеизвфетный нореяь 
чрезъ 2, по понятно о кориф, будемь имфть: 


т (сову-- $51 Ф): 


2 
Или 
{2) 28 —7(03ф 


$31 9) =0; 


это веть уравнене, которому должент удовлетворять 2; око называется 
двучленным», тажъ залив первая часть ето соетоить только изъ двухь 
членовъ. Такимь образомь извлечёне радиваловъ составляеть чаетный 
случай рашеня уразневй. Хотя эти уравнешя рёшимы алгебраически *), 
хо мы отражичимел зд#еь рёшеемь ихь съ ломошю тригонометриче- 
свихгь функц. Тавь кажхь общие будежь предположить # комилеко- 
ивзеь, то употребляя приведеляую форму отихь величикь, положим; 


{3) пы (039. -|- 19), 


тв 1=ИУ--1; чохда, вщеся эго выражено ло (2), но фориул Моаяра, 
получимь: 
6" (с0зи#-- 319) — я (03 ф-- $51 0) =0 
или 
(4) (0° 00592 —* 0039) -[- ("зи — +519) =0, 


*) бы, „Рыпоне диучивилыхь урашешй, А. В, Тихоманкрицкалой, зо, 1841, 
хли „Теоры адгобрелческихт рбшешй улеленныхе урариел“ Д, Оеливалотв, 0.-По- 
збрбурь, 1986 т.-а чение Зегтор, „боце ФАЕОЬхе пирогошгй, Т, Г, 


— 97 — 
По $14 это уравненю распадается на, два танихь: 


0* 60379. —7608ф=0 } (5) 
0" 519 —хзшф==0. 
Перенося пторые члены въ другую часть, возвышая въ крадрать и 
складывая, получимь; 


68 (6082 59. -[ зт8и 9.) == +2 (603 ф 50 ф) 
те 
оны. 


Извлекая Зи-ый корень язь оббихь частей, найдем: 


„ 
е=ух, (8) 

тд№ подъ корнемжь разумфется ариеметичесый корень, тавь нажь 0, вать 
модуль, есть зошесгленжая, положителкная величила. Внося 910 зиа- 
чене о въ уравненя (5} и сокращая на =, получинъ: 

508729. =608ф 

Бип Я ==, 
откуда слёдуеть, что 

ибо 2Ьк, 
тдЬ какое угодно ифлое число, положительное или отрицательное. 
Отсюда имфенъ: 


Ея, () 
п 
внося это значене @и изз (6) найденное значене о въ (8), буден» инфть: 


р ое | па"). (8) 


Примфчале. Еели-бы требовалоеь пайхи 


НА 
У —1 9), 
хо, ташь вань 
608 ф— 3шф = 08 (—9) + 1щ (9), 
ламь нужно только въ формулв (8) перемёнить ф из.(— 9), имы 6]- 
демь имЪеь 


и ”, | . РИ 
вф— 6819) Ия (= т |- зщ * , 


или, мАняя № па —, (уго мы впразв одфлать, тавъ какь и то и дру- 
тое чиело пробфтьеть весь. рядь цфлыхь значенй, вавь положитель- 
ныхь таювои отрицательных): 


2%. ФЕИ). 
я п |]? 


р в ф 
У (во 19) = Их (= — 


«лВдовательно, если будешь брать корни изъ двухъ сопряженныхь вы- 
раженй, то къ наждому корню одного можло подыскаеь такой дру- 
‘того, который будемь сф пимъ соиряжешиый, Такимв образом им ви- 
димъ здфор, ‘что схазанное въ 58 23 и 24 относительно ратопальныхь 
фупищй респросграняевея и на рахивальныя. 

88. Эту формулу (8) можно еше иначе предотавить, разбивая вхорую 
чать на дла множителя по теорем объ умпожеши иризеденныхь ком- 
плекеныхь величину: 


(1) 2 7 (== |3 *) ть али). 


п 


Первый множитель, т. е. 
@) у, 


получается изь формулы (8), давая произвольному числу # зпелене-0, 
5. е, полакая тавгь 


Я 
(ны }, 


в 


#=0; 
слЁдовательно одно рВшене урознея (2) можно найти по такому 
правилу: 

„Чеобы извлечь король и-0й степени изь приведеннаго комплекона- 
то выражешя, вужно изъ модуля этого выражежя извлечь корень #-0й 
степени ариеметически, а аргументь раодёлить на показалеля отой 
‘стедени“, 

Второй множитель въ (1) представить учый. хорень из единице: юб 
нему приведотея вторая часть (1), если положимь г==1, ф==0; по 
тогда уравнен (2) предыдущего 8 обратятся вь такое: 

(3) д"--1==0; 
слфдовательно 


2.2 

Ш 8 

з ® 

ъпредетавляеть при # цфломь корець я-ой степени изв одицици. Олё- 

дозалельно форнула (1) этого $ мозазываеть, что: „вакое угодно рф- 

меню уравнения: у 
а" — (608 ф-|-т8ш Ф) =0 


получител изь одного его уфшеня: 
ати 
р з 
чрезь умпомеше послёдниго на мадлежацай корень и-оВ следони 
изъ единицы“. 


— 99 — 


39. Это предложен! можно вывести ин такимь образожьы пусхь’ дано 
уравнене 


^—4А=0, (1) 
тдЬ вообше А=а--И ==» (©0вф-|- $81 $); положим 
®, 
яву, ©) 


118 У Я означаеть в случа пощебтвонности 4 (6—0, ф==0) арие- 
метичесый корень изъ А,в5 случав А комплевенаго—вырежене (2) 
предыдущего $, которое-казъ ие трудно провёрить по форыуяв Мо- 
авра—удовнетворяеть уравнению (1). Подставляя изь (2) въ (0) и ©0- 
хражал результать на А, получив: 


2% —1=0; $ 
слфдолательно х есть корень этого уравнешя. Гавимь образомъ: съ по- 
мошую подетанолки (2) рёшене всякаго’ двучленнаго ‚уразценя .0в0- 
дитея на рышеше уравневя (3); вама-же подотановна (2) и выражать 
теорему конца предихущато $. 

40. Изслфдуемь теперь корни я-ой степени ‘изъ единицы, зыражаемые 
формулой (4) $`88. Эту формулу можно получить, примёняя меодь рё- 
меня $ 87 прямо въ этому уравненйо: полагая 

= 0 (099-1808) й {1) 
и вотавляи въ (8), при помощи формулы Моапра-—найлемь, 
6" (60359-38179) —1=0, 


или, тов кавь везтественная часть и мнимая порознь должны рав 
натьел пулю: 


"6089 —1==0 
ив =0, 
откуда 
20° с08 и ==1 о 
оезшиЯ 0; 8 


зозвышаи въ ивадрать оба равенства, и свладыная; найдемь: 


0?" (возз 819 28) == т 
т.е. | 
с 


и сибдозательно 
$=1, 

так пазь 910 величина пощестяенная‘ и положителенаи знося 910 

энолене 80 (2), будбмз ныфгь; и 

* воз 

Эпяй 


— 30 — 


откуда слёдуеть, что 
у 29—24, 


тдь В пёлое число, положительное или отрицательное; отсюда 


= зп 
% 


} 


зновя это и вначене о въ (1), получим: 
РЕ .. ЗВ 
ш-—, 
® 


41, Въ этой формуль № озналаеть хакое угодно пёлое число, оло- 
жительное или отрицательное; имя эЪ виду, чю 


(8) 21—00 


в03(—2) =в03а, вш(—®) =-— ва, 
мы можемъ предыдущую формулу назисать такт: 
2% . 2 
{1 нео ТЫ . 
® в 


ограничивая хеперь # одними только положительными ифлыми зна“ 
ченлми. 

Если вь этой формул № озпачаеть число большое я, то, означая 
чрезь 4 частное и чрез ” остатовь отъ дёлешл в наи, будем имвть 


фи. и: 
зноси ото въ (1) получимъ: 


о (вин) ыы (чх { зи") 


или, отбрасывая За, что не имфетл влыш!я на значене вт и 008, 


2х, 2 
2 = -— 
п я 


тд ваюб осталохь оть дфленя на в, будеть меньше и, Таниит обра- 
зомъ мы видим, что. для полученя повхь значевй корня х уравношя 


(2) —1=0, 
достаточно въ формул (1) давать $ значеня оть’О до ®-— 1 вклю- 
чительно, 


'Ивзолблуень теперь, при калихь зноченяхь # зъ этихь предфлехь 
наша форыуль можеть дать охицаюя значе х. Пуоть 


Ев 


из ит й 2т 
® 


2 ; 
09 А 60 ЗА ; 
з з а 


отеюда слёдуеть, что 


Зтх 2% 
603 = 603 
п 
‚2х . ЗЕ 
ее == 
ъ 


070 ве будоть имфть мфото, когда будеть 
ат От 
= 
ка 


ли, по сокрыщеши на 2: 


=, 


но подёво стоять правильныя дроби; потому дия верхняго знаБа эго 
равенство возможно лишь, когда 


7=0; слфдовательно т==й; 
для нижняго, когда, 
1==1,; слБдовательно, ж=ен-—й. 


Озеюда олфдуеть, что если мы желаемь имть только различкыя зна- 
чел, ‘то должны илй взять формулу (1) $41 св однииь знакомь, 
напр. вбрхнимь 


или взлвъ ее съ двойнымь знаноме: 
Е р? 
в 


4 == 608 Ев 
давать # знамеюя ряда: 
0,112, 8,..;:.. 


зъ случаВ и четкаго, 


0:12, 8,.... 


зъ слушал нечетнаго; причемь вт случав и нечетиато для перваго 
члена ряда аначенй 1, т. е, для #==0, а въ случа и четнаго также 
Е2 

= пужно звязь формулу 
съ однимъ вахимъ либо знакомъ, впрочемъ зе разно ов 5Авимь, гакъ 


ханы для этихь значенй №, второй члень формулы ==0. 


и дня поолфщняго дека ряда зпаченй %, т.е, 


— 3 — 


42. Иложь уравноше 
2 —1=0 


имфеть п корней: именно въ случаЗ и нечетнаго одинъ дфйствитель- 
ный 2-=--1, получаемый изъ общей формухы для корней при #==0, 
№—1 


(#60 605 0=1, вт0==0} и харв сопряженкыхъ мнимыхь, прех- 


отавляемихь формулою 


оне 28% 282, 
зь которой #=19,8,.... т увъ случай я четнало— два дВйетви- 
тельныхь д ==-- 1, (для в =0) из==— 1 (дя в 5 ибо в0вл==-—1, 
Яшя=0) и а ларь сопраженныхь мпимыхь предоговляемыхь 
тою -ще форнулою, для #==1, 8, 3,. я. 


48, Тавимь же образомь можно трактовать уравнеше 
а) ж--1=0; 


но мы можема его рёшеийе получить изь формулы (3) 8 87, зам®чах, 
Что дли. настоящаго случая г==1, ф==ю; сабдовательно, 


сов (2-1) = аз --1=. 
® % 


(2) 


Напиеавь эту формулу тожимъь образомь: 


л РЕ: ори . ‚28 
(3) в= (= — =) (> я ре ) 
в % Е в 


мн изъ прецыдущато заклочаемь, что въ шей достолочно девать 
значения: 


(4) 0, 1,2, 38,.... 7—1, 


Зъ случа и нечетнаго, наше. уразнеше (1) имфетф только одниъ 
зешественный хорень: х==-— 1, ногорый получаелея изъ формуни (2) 


-в—1 
лая т; 35 случае и четного вс} жорпи будушь козоглекеныо. 


Хоиплоненые корни будуть лопарно сопряженные: именно такими. бу- 
дуть т, воторые соотаёхотвують разпоотетоящиюрь от врайнихь чле- 
новь ряда (4) Энаеней #; дьйотвительно, сумм «акки == 0-я 1 == 


п—1; но ви 


1, 


эу-Н = 


— 33 — 


то 
т=н—1—й, 
я 


2т--1= 2—1 128 — (И; 
слфдовательно, 


сок 8-1) = (1 ва =) сз Ех, 
п 


Е % 


ки 2-Е Оя ча (1 =) зв РО», 
в п р] 
я, слбдоввяельно, 


608 @® Ея | 


ат 


вит ‚От ОВНОХ. 
яз в # 
Отеюда слфлуеть, что вмфото того, чтобы представлять корни урав- 
нения (1) формулою (2), давая въ ней $ зналевя ряда (4), можно т5-же 
хорни предехазить формулою: 


р ь 
оз РО, и @ЕЕОя, 9. 
в ® 
давал въ ней # вначенйн рядь: 
я—1 #—1 
9133,..... ата, о, (6) 


въ случа я печетнато, причем» для посяфдияго зназешя $ нужно 
ззать въ формул одниъ. знавъ, впрочем», вое равно какой, такъ кажь 
зторой члень будеть == 0; въ случаВ же л четнато, давая # веб зна- 
чешя ряда: 
в 
О За, (7) 


И въ томь и вы друломь случа число корней равпо показателю 
степени уравнешя. Если въ форнулЁ (5) перемфнить № на. #1, ‘тогда 
эта формула приметь виды: 

воз 61 Ох (8) 
п 
въ которой & должно давать значевя на единицу большя, чёмь въ 
формул (5), т. в. въ случа # нечетнаго знахежя 


а, в. ит аЕ ® 


(``, р 2’ 


Е 


@#— 1х 
=”, 


въ случа и четнаго. знамен я 
: 1, 2, на 


Ниже иы будеиь употребзяль формулу (7) при. 
Лихононииичй. Васшая Алгебра, 


— 84 — 


44. Прежде чфиъ идти далфе, вернемся еще разь въ уравненю 


(1) м*—1=0, 
чтобы увазать на одно характерное свойство его корней: 
2 . 2 
603 63 - а „^’ 


п 
148 #=0,1,0..... — 1. оли ми возвыеимь обф части этого 
равенотва, пъ р стенень — вторую часть по формул Моавра,--то бу- 
демь имфть: 


ми |... ти 
ий == 608 —^ и ; 


хо пообще фи==иа-Р г, ти} г мевьше в; сл ховательно, 
2 


ИЗ с: 27 
аш . 
ъ в 


т. в, кажал-нибо слешень звеякато корня изъ единицы [ур.(1)] будете 
находиться въ числ вамихь корней. Шли № проетое 05 и, то при 


2" == 603 


данномь $, и т—=0, 1,2,.,...п-—1, облалки орь дфлены т ная 
будуть вой различные: длйсгвительно, если 

ъ = а», 

и= ие, у 


то, вычитая, будемь имЪгь: 
Вы 
т. е, произзедене #(т—ж') будеть дфиильен па м бевъ остатка, & 
это неловиожно, ибо № простое съ я, ® тт’, кажь разновть двухь 
чисель меньдихь я, сама меньше я. Отсюда елбдуеть, что, вныбралиь 
корень, дли котораго Х проетое съ. и, можно №0 корни предевалимть 
степенями эмото корня, ибо вов эти степени будугь: 1° корни уравие- 
ня (1), 2° вс между собою различные, м 30 число ихЪ и. Означая 
чрезь « такой хорень, пой остальные могутЪ быть поэтому так пред- 
стазлены 
40, а, а, 08, .... т". 
(Подробиве объ этомъ см, у Беле, сов @ АЛеббге зареченг 7. {. 
ей. У.). 


Примфръ Г: 
(2) 


49% ‚ 


2 
или, [> аки во длина дуги в5 1200, и 
1 
6081209 =— 80860° = —- } 


зол ово --ИЗ 


—1+и-3 
д ==1; м У  щ— [© 
ЗВозвышаемь въ нвадрать хз, получаемь: 
+ 
== 
Прьмрв ИП: 
р 
от вы, 
4 
в=0, |1, |3, 
тдВ оба‘знана должно паять толькочдяя в==1. Тавимъ обравошь на- 


ходим: 
м; {полагая 2==0) 
=- . ” 
аут; | {шолатая в==1) 


ж=—У—1; 
=. {полалоя В = 2) 


Эти рЁтенёя могуть быть найдены однако. и не прибфтая къ общей 
формул; дВйетвительно первую часть уралненя палпего можне тахь 
прехогавить; 


(бу е-о= 
оно ‘танимъ оОбразомъ. распадается на 2: 
2—1 =0,  5--1=50, 
взв которыхь первому будуть удовлетворяеь 2 == -- 1, 2. =з — 1, тогда 
хахь второиу а = ЧИТав--У-1, В 


Приизрь ПТ: 


Тавимъ образомь будемь инзть: 


Г : т р 
лия 2 ==008 2 | зы —60$729-|-58172°; 


пой ИО нозтй те ; 


вт ие 1440—— 603869-|-$501 36%; 


ее са дан 6081440 — #810 1440 60836°— #51 860, 


Сторона правильнаго, виисаннато въ круть, пятиугольдиха” отяги- 
ваеть дугу зъ 790, в потому равна удвоенному 1360; удвоенный 
половины 860, т.е. 180, будеть сторона правильнаго злисомнато т 
хругь десятиугольника; она, каюь известно изъ элементарной геомег- 
ри, евль средняя пропорцюнальная между радёусомъ ‘и мельник его 
отрёзкомь. Означиьь ве чрезь 2, и принимая рауст за одиниду, 
будемъ имбть пропорцио: 

иена: 1-я, 
откуда 
1—1, 
--=—1=0. 
Рётаял это уразленще, будемь имть: 


ву, 


2 


или 


ть наюь 25180 == воть воличина положительная, 10 изъ двухь 
знаковъ мы должны взять ворхшЙ; и чавимъ образом паходимь, что 


320180 == 


[а 


у , 


и ‘вл ховательно 


181-255. Уют 
пыле 6 =. 


— 37 — 


Тавь какъ 180-|- 720—907, то имфемъ: 


81720 УтоУ } 


АУ 
—. @®) 


608 720+ 


ЗатЪиъ 
51362 == 2 540187. она УЗ. УоУЕ, 


подводя —1-- 8 подъ корень и выполняя умножене, получимь посл 


сокрацеши 
таз И ВУЗ, 9 
паконепь 
608369 = 081189 — ви? 187 == 
(Уо-зУЕ) (Е) 1--УЗ. 
+ АЦ 4 4 ° 
итакъ 


608368 == 


(4) 


Вновя вмвого эт и 605 72° и 36° ихь значеня изъ (2), (3), (4) въ (1), 
мы будемь имфть 


ш = т; 
в= |+ Уюрау; 


| 
из -Е+И5-УЯТУю--3У8|, 
| 


4 


(5) 


ЕЯ 1 1-—И5--ИЕТИю—2У5 


% на 1-У-иию 2У5 


Ваятня пами ть примёрь двучленныя уразнешя третьей и пятой 
степени рёшаются легко и 'безь помощи тригонометрическихь функ, 
камь мы это увидим вь слЗлующемв 8. 


} 


45. По теоремВ Безу имфемь: 


"— 


= 


нра, .На- т; 
слёдовательно: 


ее) - а -2--Т, 


— 38 
& это будеть равно лулю, когда или 2==1, или «==корню уравнешя 
(1 аира... Раа-а-т= 


Ольдовательно вв№ порки этого уразнешя будутЪ корнями уравнены 


—1=0; 


и наобороть-—за, исключенемь изъ числа корней послёднито уравпезня 
его веществениело корня -- 1,—20% комплененые корни этого уравне- 
зн, а тавше— 1 в случа я чегното, будуть ворнями иредыдупало. 
Отсюда вытеналоть двь слВдотвы: по первыхь илчересныя формулы: 


и 4 вк 2и—П к 
| 4 | и - 6082 = 
трое ро, |... 098 я о 
и 
т. 4. в . 2(в—Пк 
итп Ев я Е я 


которыя получимь подставляя вийюто д 
2%. 2 
воз — фа —— 
п + п ' 


и отиВльно приравпидая нулю веществонную и мниную часть результата 
ветавкн на основози 8 14, но вторыхъ— приведено уравцешя въ урав- 
леныиь пиешихь степеней. Уразноше это иринадлениеь иф классу 
ззаимныхь урапневй (ециаботя теергодиез), называеммыхь тажъ по- 
тому, что имъ удовлетворяеть обратлая золичина (тефргодие) каждаго 
корня (5). Не вдаваясь въ обдтую теорно тавихь уразкенй, мы по- 


кажемь, какъ можуо этимъ свойством нхЪ воспользоваться Аля \- 
меня двучленныхь уразней 3-й и 5-й степеней. Въ елучай п==3, 
уравнене (1) буден: 


(8) й--2--1=0 

шпал его, камь квадратное, найдем; 
—1=и-8 

(4) #=- И ‚ 


комиленские корни уравнони 1 — 
Для в= 5 уравлекя (1) будегы: 


(5) . ди -|- а ро; 


дфая на 27, получимъ: 
1 1 
ао; 
иди 
1 


+) 


положим»ь тецерь 


тогда, 


и уравнеше (6) тавь напишется: 
и --2—1==0. 


Ташаял это уравнеще, имфемъ: 


Теперь уравнеше (7) предетазимь такимь образом: 
д—пе-+1=0; 


подставляя сюда вифето & найденное зиаченю, будемь имть: 


ЗЕ НИХ 
отеюда 
р ([-1=УЭУС--=У5—16 
{ , 
ИЛИ 
р —1=И5-=У—ТИю-2У8 
- , 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


а) 


(11) 


(2) 


(18) 


(14) 


хё знаки предь ИВ въ обоихь членахь лужно брать одинаве; знак 
же предь У-1 березел чотъ или другой независимо оть нижь. Та- 
цимь образомь мы получаемь отсюда для коряей уравновя 2—1 т 


амыя величины, который даны формулами (5) предыдущаго $. 


46. Намь остастея разомотрьть форму результата лозвхппешя зюм- 
илекепой величины 35 дробную степень; ото телерь схвлаль ие тружно. 


Пусхь требуотся найти: 


[* возят)". 


— 40 — 


По опредленцю дробкаго повазалеля, а затФмв по формул Моавра, 
иыфешь сперва: 


.. я * 
+ (совф Раз ф)|" == Из” (в08 ф рва) ==” (совте-- $91989); 
т т 


& затфиъ, но правилу, выведенному зъ $ 38, получаемь отсюда: 
ы ® 


ПДВ &=0,1,2,3,,...., 9-1. 


ГЛАВА 11. 


Рьшен!е уравнений 3-й и 4-й етецени. 


46. Мы раземотр®ли свойства, комилекокыхь выражен и ло поводу 
извлечёня корней изь комплеконыхь величижь показали, какимъ обра 
зомъ при помощи тригонокетрическихь фунюшй рблпалосся двучленных 
уразнегия; при отомъ мы узнали, что. двучлениое уразнеше, нодобпо 
уразненно 2-й отецеки, имфеть столько зорней, сколько едикиць въ по- 
хазателв его схелени, Мы увидимв далфе, что это лвлене воть общее: 
что всякое уравнене имфеть столько корней, сколько единиць лъ по- 
хазалелф его степени (т.е. степеяи нанвыешаго члена); но прежде чфиеь 
приступить иъ общей теори численныхь уравкенй (о. е. хозффищенты 
хоихе суть числа), гдё мы доважемъ это. предложена, мы разоиотримь 
эще простьйшие способы рёшены уравнеюй 38-Й и 4-Й стелени, кото- 
рых подобво уравненйо 2-й степепи  рпимы и альебранчески, т. е. 
хогда козффишенты обозначены бузвами. Намнемь 0$ уравненя 3-й 
схепони. Пусть дано самое общее уравнен 3-й степени: 


ай -|- св а {1} 


Въ немъ деевда можно сдфлать, вводя ловую перемфияую, козффи- 
щепть высшей отедеви разнымь единиц, дайотвительно, помновимь 
зе уравнене па 47; тогда его. можно тажь предетавить: 


(ат) --Ь (а)? -|--са (аа) + 4 =0, 


в 


ини, полагая 


ЧавБ: 
у-ва. уда =0, (8) 


отвудо и слфдуеть сказвышое. Когда удастся изь (8) найти у, дотла 
изь (2) пайдетен и 2. Можно таже сдфлать козффищенгь 2-то члена 
пулемт, важь вв уралнезни- (1), тавь и зь (8); ми прехиочитаемть с- 


— 49 — 


лать это въ уравиенли (1), потому что преобразоване дия уравнения (3) 
найдется тотда само собою, полагая «==1. Положимъ для этого 


де а; 


нотавляя ль уразнене (1) я располагал по суошенямь 2, будожь имть: 


ар -—- За | 2 Заой | е-- а | =0 
мо 2х | а 
+ с - са 
а | 
или 
а (За Бе (аа? ори 6) 1 -|- ао рай са-|-@=0. 


Здзеь & величина еще неопредвленная; опредфлимь ее изрь условя, 
что бы было 


За 9 =0; 
отоюда найдено: 


и пноел въ предыдущее уразневе, получим: 


(4) в'--Р:--9=0, 
тдЬ 


о в 


47. Показазь, что всякое уравноше 3-й стелеки может». быть ири- 
зедено въ вику 


@) 2-Е е#--1=0, 
мы можемь ограничиться рёапетемь эгого послфдиито уравиеп, Дия 
этого по указано Гудда (Ниайе) пололеимнь, 


(2) в=у--з, 


А унё ВБ повыя ненвифетных золичипы, изв которихь одною мы 
можемь разпорядитьсн тать, чтобы преобравоваотое уравиеню приняло 
бохфе проетой видь. Ветавияя, будемь миеь: 


и узлу Зуи Тру а-1=50, 
(8) Уи (992 р и----1=0; 
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подчинимь 2 условно 

Зуер=0; (4) 
отсюда 

= (5) 


и внося это въ (3), будемь инфть: 


в 
ит 10, 


или 


в з 32° 
ии =0. (9) 
Это уравнене квадратное относительно уз; потому изв него найдемъ: 


з 


; (т) 


— 


шпал 570 ивучленнов уравнеше отидоительно у и обозначвя трезь & 
хоторый-нибудь изъ помплековыхь корней уравневя 


яй—1=0, 


— тогда цо 8 44 другой будеть &—мы получимь таве 3 корня: 


(8) 


заждый изъ нихъ, блаходаря двойному зпаху будеть имфть два ана- 
ченя; слфдоватедьно, всего уравненю (6) ныфеть 6 коршей. Если вы- 
ражено я изъ (5) внесежь во (2), то будемъ нифть 


у, 
д — 3; (9) 


ъподоталлая сюда вибото у каждое изъ ого 6 значешй мы модучимь 
однако только $ различных значешя для 2. Въ самомъ дЪлВ, если въ 


-\ зоо у подотавииь выражеше у, го будем ямы: 
3 


(10) 


очевидно здфеь доетахочно предз внутреннимь радикаломъ взять один® 
только зневь, ташъ какъь пережфна этого знака имфесь въ результать 
перестановку слагаемихь. Итакъ 


01) а-У —5 


Ими въ виду, что но (8) 


=; уу, 
жы найкемт: 


в. _# 2 в / Ч 
уе Зах З ТИ ^ 


: РОЫДИ . 
в _Р_ ва 9 ы з. 
Зу Залу Зи "у 3=У 2- т 


лотому ‘будет 


Здфоь. опиь ‘достаточно взйть одинъ порки зщалиь иредь внутрен“ 
ким корнем, такь каия перомфиа его заставить 2, перейти в у, 
а д вт 2. Итажь околчатольно можемь принлть: 


я 
„=у = На, 
з (12) 
я и 2" 
у, У о р 


48. Замфчал, что производеше обоихь членовъ въ каждой изъ фор- 
муль (11) и (12) равно — в, Хардень всё три формулы замфниль 
одною нерзою изь нихь: 

з —— : — 
г з 
И -НИ+Е-У НУ 
съ усломемъ соединять знаком» -- только тазйя изв 3-х зналелёй каж- 


: ; Й 
даго корня, поторыя дают въ произведещи —2- . 


49. Ичеяфкускъ теперь эти порни. Нели 
У Н 
о, @) 


то подь корнемь тротьей степени будезь стоять вещеотвонная величи- 
на; но тёмь не мошфе только одинъ коренб, именно 21*[(11) $- 47] 6у- 
деть вощественный: остальные ‘благодаря хомплеконымь иножителяиь 
@ и а? будуть комплеконые. Если положимь 


УРУЕЯ-. УЗУЕ 


то по (11) и (12) 8 47 (или но формуле Каркапа) будемь нифзь: 
ж=а-+ В; 
Вуз 
АТВ 4—Вуу, 


8 — р 2 


(8) 


слёховательно при условия (1) тразнене 3-й стеленн имфеть один #о- 
рень вещественный и два помилеконихь сопряженныхь. — Если 
, . 


2 
о, @ 


то 
з,—_ 
=В- _9 
А=В= 5’ 
и формулы (3) деовь: 
| 4 
и — у 5; 
(5) а 
9. 


|--у 


г. в. при условё (4) веб корни будуть лещественные, но два изЪ нихъ 
букуль равные, * именио равны полов 3-го лзятето въ проеизяымь 
знаномт. 


50. Если навовещь 


ФЕ. 
ая <0, 


то хози поль хуйичимих корнемь въ формулВ Кархапа бухуеъ стоять 
комплекокия выражены, тЬмх не мене во корки будуть вешествен- 
ные и различные. 

Дйетвиленьно по $ 37 момемь лоложить: 


1-8 14/8 : 
Ио -дуто--р-Чит. 
Эти корни зоб будуть различные, ДЪйотвительно, вели даее ау, 10 

я в 
дозмкно быть 9==0, & 5то будет, корда 4. = =, чего. мы тв“ 


перь ше предиолегаемт; если-же я, ==, о будемь имфгь 


2Р-=--_ РУ 


или 


тогда будеть: 


а — 
у ч вау =, 


зозвышая въ нубь, получимь: 


ибо правая часть веществениая; слФдовательво опять мы приходим кв 
тому-же, именно, что для равенства, 2-х корней уравнения ий --рх--9=0, 
не только достаточно, но и необходимо услове (4); сл®довательно если 
оно не выполнено, то корня ие равны. Итавь въ случа веществен- 
ности вовхь корней формула Карданя, важь дающая ихь въ мнимомь 
зид®, оказывается непригодною, Ноэтаму случай этотв называется не- 
разрёшимымт. Ва этомь случа можно ирибфтнуть въ тригонометри- 
ческииъ фунющямь. Если мы положим 


2 


= 05, 


то кайдемь: отсюда 


= ГЫ | я) г 8 


27} 


а 1 
что будеть вещественная величина, ибо р < 0 (о Е де мог- 


о-бы бить < 0, тамь жаль р и 0 мощественные, и сибдовательто 


#_ 
т >} и погда. изь (2у’иблучитсй: 


(4) 


Е 

| 
| 
} 


5шф = 


\ 


Посл этого будегв по 8 27: 


НИИ 
а р з— Я ‚9-8 
“у-#=у: Ниуе | рн 


ТБ #=0,1,9; а знаки пушно браль заразь или верхше, или ниже, 
и сиздоветельно: 


р з— 
| а = ив 
8 
{5) =2У 6 оз 
з фт. 


Формулы, удобных для вычиелеши съ помопую лотариемоть. Мы 
соединяли для получешя ‚у и аз 18 зналонл, даваемня формулой (5), 
ль которыхь # инфоть одинаковое значене, ибо только тога будень 

_ 
произведее радикаловъ разно 1 = 01, каюь то требуетв фор- 
мула Кардала, 


51. Переходим тепер» хъ уравнению 4-Й степени, вв котороит ооффи- 
щенть наивысшей степени, предноложимъ ==1, (ибо если бы онъ быв @, 
10 умиожал уравневе на 4’ и полагая зи аше=у, получили бы 
для у уравиеше требуемаго нами тенерь зида). Пусть данное урм- 
еше будеть: 


(1) аира ная -|-ге-з==0, 


Переневемь, сифдул Феррари, послёхне три члена во вторую” чает; 


получиниь: 
д-р т аа з; 


2 


‹. 
придалел хъ обЪфимт, частямъ этого раленотвь ^^; мы. обратим» 
1 . 
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перпую часть въ полный нвадрать, и тогда полученное равенство 
можно будегь тажь налнодть: 


( +22) = (7- и. {2) 


Если бы вторая чаеть была би полный кзадрать, для чего долкио: 
было бы быть 


то извлекая изъ обфихь частей корни и приравнивая ихь, мы молу- 
чили бы дла уравневщя второй стецени, которых мы умВемь р®шале. 
Чтобы вто сдфлать и въ общемь случаЪ, придадимъ въ обфимт частльгь 
такое выражение, содержащее неодредВлениое количество 2, чтобы иер- 
зая часть осталась и поел этого полнымь квадразомь, в взорую мож- 
но былобы, опредфливъ надлежащимь образом г, обратить въ под- 
ный квадрать. Придадимв съ этою пфлью къ обфимь частям 


р @ +=. =) „+ 


2. 


тогда будешь имЪть 
Е: 2. [27° 
++) иен ви @ 


Вторая часть, будеть полнымъ ивадратомъ, если будеть выполнено 
слове: 


(08—) «(г а) 3) =0; (4) 


зоть изв этого уравпешя и нужно опредфлить #. Раскрывая скобки 
по умножены на —1, получимь: 


828 — 44° (ри 49а — [1—4 =0. (5) 
Если принять 2е==у, то оно ириметь болёе простой видъ: 
чи уф"; (5) 


найдя изъ него у, найдемь и г== 


Уравнене (5) третьей стелени относительно 7: оно, олФдозалельно, 
всегда иметь по крайней мёрз одинь вощоственный корень; если най- 
дя ототь корень, вневемь его въ уравнене (3); то послёднее можно 
будохь нь основанги (4). тавъ предотавить: 


8 2 —— 
(и) ( й- зы) 2 и 


Типоннидриний, Васшия Алгебра, 


или 


е 2 { —^ 2 

(+++) С 
(и) 

) 


перенося вое налфво, мы получимъ тамъ развость квадратов, & тогда 
наше уравневе распадаотьл ма два такихь: (мы лишемь ихъ заразт) 


Ы | #—# 
ини 2 аа [в ; о 
АИ Бе 


или 
2 р 
(7) 2-4 [= 2 аа] = |= о, 
2 4 `ре 
2 ит 


‘ 


тд% въ обоихъ членахь заразь надобно брать или верхий или нищий 
знахъ. Каждое изъ этихъ уравнешй, накф второй степени, даотъ дна 
хорня, которыхъ тажимъ образомъ будемь имть 4, 


Уравневе (5), при помощи воряя которато удалось намь свести вазе 
уразнеме къ двуюь уразкешямь второй стенени, называется рфитаю- 
злимъ (+6з01уане). Для большихь подробностей отоылаежь чителеля къ 
хиигв Зетгее: Сошз ФА]вёбге зирбменге. Т. Г. Звенон \, Си. Т. 


58. Уразнещя стопепи зысшей 4-й вообще не.могуть быть риены 
въ радивалахь, жакъ 10. доказаль Абель (Оеугез сошур!еёез, ТТ. Мои- 
уеНе 61401); доказательство этого предложен, требуя, однёио, пред- 
варительныхь тонкнхь и обширныхь изелфдованй, не можеть найти 
веб мфего въ краткомь куроф. (Желаюние могушь его найти въ „Геори 
опредфленпыхь алгебраическихь уразвен!й“ Сомова, Москва, 1888 г» 
зь „Левщияхь альобраичеекато анализа“ Острограденато, соогазлет- 
ныхь Рурачкомь и Зелепымь, нахонець, въ „Сопув ?А]вебге варёенуе“, 
Зегге®). Мя пероходиит потому теперь мк „Теори числениыхь урав- 
нев“, т. е. уралненй, коэффищенты которых суть ханпыя числа, 
Корли чакихь уравнешй мовуть быть вычислены ъ желаемой точ 
хоетью, хотя, за исключещемъ особаго клавеа уравнойй, и ле’ могуть 
быть предетавлены авною фунющей его козффищентовь. Изложеню 
«пособорь уёшешя такихь уравневй должно предшествовал изложено 
чфхъ общихь свойствь дблыхь алтебраическихь функШЙ и уравнений, 
первал часть ноторыхь соть тавая фунищя,— п, кохорыхь оснозаны 
эти способы, 


ГЛАВА ТУ, 
Свойетва полиномонтъ. 


58. Общ звидъ полинома, когда онъ. расположень по убываюнщимь 
степенамъ перемфяной х, такой: 


Ге ааа вает ара -2--..... ана, = @) 


тд 0, №, @2,.....@в СУТЬ кавл-либо числа, вообще комплексныя; 
озвачииь модули ихь чревь 20, 7, 2...,.7; НФкоторые изь них 
могуть быть к нулями. Предположимь теперь, что 9% И у» не равны 
нулю; можно доказать, что зсегда возможно выбрать модуль о 
перем иной п столь малымъ, что модуль члена, нозависящето 
от 2 (т.е, 7) будеть превоскодить модуль сумны остадьныхв 
членовъ полинома, т, е. что будет 


мох. (ан) =ниь >> мод, (по -На" 1--ьа" 2 |-.... анна --аи-12): (1) 


Дйотвительно, мы зиаемь, что сумма модулей боле модуля сушиы; 
потому будеть: 


об" но", .. ть 10 > мод. (ао -|- вай... ан-1%); (2) 


достаточно потому опредфлить © тавъ, чтобы было 


оп тете... Ре; (3) 
тогха на основали (2) тфмъ болфе булеть имфть м®ото неровенотво (1). 
з5Асли Й означаеть наибольшее изъ Чисель 21, 7з, 73)....7, 10 МЫ 


будемь вить 


Вне... овен... Фу. (@) 


ибо каждый членъ налёро 34 исключешень тхь, которыхь коэффи- 
центы ‘имфли модулемь Л, будеть боле. соотвВтотвующихь членовь 


— 5 — 
нолраво: елфдовательно, если мы опредёлииъ © ташь, чтобы имфло 
мбето керавоноезо: 
<) а Вере... О, 


то па основази (4) тфиъ болёе будеть выполнено неравенство (3), & 
схдовательно, па овповаши (2), и (1). Вторую часть (5) можно так 
иредетавить: 


— в 
Во о 


, 


$ 


тдф чиелитель и знаменатель будуть >0, вели о<1 то мы теперь 
и предноложимь, такимь образом (5) приметь, сязховатольно, видъ: 


1 
(59 мо 


Но, очевидно, 


(в) 


ибо чиелючель налёво больше чиелителя направо; потому иеравен- 
ство (59, па основал (6), & слЗловалельно, м (3) и (1) будуть удов- 
летворепы, когда опредёлимь о такъ, чтобы было 


1 
(т > №6. у. 


Помножая об части на 1—6 мы неравенства не парушимт, ибо 
1—0>0; но будемь имёть: 


(1—0) > ВФ, 


откуда перелося ››@ папразо м дфля затбыь на г, -- Д 06 чайти, 
получииь: 


ть 
о 
Ей? 
итТакЪъ, должно бить 
Ра 


{8) о< Ей’ 


дли того, чтобы было вышолиене норанелотво (1). Предложено Танит 
образомъ доказало. 


54. Въ случа, ‘котле вов коэффиценон волесотвопиые, деличаих 
ТРИ, ‹.. ты будумв ше ч9ю иное вали абеолючиыя. значетин ховф- 
фитонтовь: 


[6% ао [а [9 о [ее к бы == [ [3 
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зЪ.9томъ случа доказанному предложеню дать часто тажой вилы: 
зоогда можно найти столь малое абсолютно значек! 2, ччо 
знакь всего полинома: 


...аая-Р ав (2) 


рая д 
Ре) = арай Е аа т ара" 


будеть одипановъ во знаком члена везавнеящаго от д. 


Если бы мы желали довазать это предложен независимо оть пре- 
дидущаго, въ которомъ оно заключается каш, частный случай, то могли 
бы это сдфлать тавимь образомь очевидно, что, вели л)> 0: 


На «ааа На |"... На, =, (8) 


ибо направо имвемъ выражене, которое получается язъ отоящаго между 
черту налво чрезъ зу отрицательныхя, кооффищентовъ ихъ абсолют 
нымь значещемь, Означая чрезф А наибольшее изт: |4, 194 |... .|@н-а|+ 
будемъ имфть: 


[во виа" 


Дао ал 


Ее На < АС, ‚наи :@) 


сли теперь опредфлим» х, предиолаг... „го < 1, таз, чтобы было 


< |, (5) 


то, такт нанъ 
Дан 
р ров 
1— 1 та 


на оеновалци (3), (4) и {5} будеть | 
` во аа"... < вы], (7) 


т, е, абсолютное значене члока, независящаго оть я будеть болфе 
дбеолютнато зноченытсуммы остальныхь и слЪдовательно внахъ поли- 
ожа одинаволь с0. знахомь отото члена, нозависишато отт #. 


Разная нераленотно (5), пайдемь, что для свого должно быть: 


. (в) 


55. Второе. свойство. полинома: Веездвиможно найти столь бодь- 
ов значен1е модуля д, что модуль члена полинома 66 нёи- 
зывшой степенью л будеть превосходить мокуль сумны  06- 
тальныхь ето членоль па воличиху ис мольшую сибль угодно 
большого положительнаго числа 4, т: е, что будеть 


мод, (0*) >> мой. (ват ара... вла -ро нА. (0 


ДЬйотвительно 
(2) по иее. Ни А мода" аа -...-На)-- А; 
по теоремь $ 27; слфдовахельно если пайдемъ © такое, чтобы было; 
(3) хо" > лете"... ие Е 4 


0 на основан (2} будеть удовлетворено и (1), Означая телерь чревъ, 
В паибольшую изъ зеличиць: 


ра ВОВ ть-1, ть -- А, 
мы будемь имтьы 
(4)  везереер.. ро-норле"е-®ен.,. еиаф-ы-НА $ 
слфдовательно вели мы опредфлимь о такъ чтобы было 
<) тб" > Ве Не... .е- 1), 


то, но (4) будеть удовлетвереноти (3), а слФдовалельно по (2) и (1). 


Но (5) можно такъ пределезить; 


с 
ь » я 
{5) 150> В 1. 
Воли о> 1, что мы теперь и предроложимь, то будеть 

в 1 
(6) 1 > о’ 
хань дегко зидЪть, слфковательно вели опредфлимь о тодуб, чтобы было: 

9” 
_ 

{7) >Я о’, 


ло шо (6) будеть удовлетворено и (5), а слвдовалельно, по (4), и (3), 
а по (2), и (1). Но совращаял об части (7) нь 0", и ушел валгфиь 
неразенетно (7), каюь и выше, мы найдень, то должно бить 


(8) 


Дия того, чхобы имхо ифото нериленотло (1), чреёь чего теорема дохазала. 

Если А=-0, 10 Е будеть обозначать наибольший между но: #1... Риз 
и мы получииь предложевен. что модуль члена съ ививысшей оте- 
ленью х будеть боле модуля суммы вефхъ прочихъ членов полипо- 
жа вамь екоро модуль : 

. 2-|- 
® в> Аль 
в. 


тд А наибоньшйй Ма #091, ....Ря-л. 


> А+ 
75 


, 
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56. Въ случа® веществениости возхь козффищенторь полинома, это- 
му послёдиему предложено дмють такой вид: всегда можно нзй- 
ти етоль большое положительное значен!е , что знань всего 
полинома будетъ одинаков» со знакомъ члена 0$ наивыешей 
степенью 2. Оно можеть быть доказано какъ и боле общее прехло- 
жене предыдущато $, но иожно его вывести и изь предложовя $ 54; 


если положинь: © 


#(;) а а-- ау"... 


У. то будемь имфть: 


абы", а 


. 


у и 
зеегда, можно по сейчась упомянутом предложению найти столь малое 
значене для у, что зналв числителя будеть одинаков» 60 знавомЪ 0%; 


ош”. Оз- 
или, вБ ВИДУ ТОГО, Что у>0, одянаяовь е6 знакомь бо ри во” 


начал чрезь 9 наибольшее изъ абоолютныхь значенй пкоэффищентовь 
@, бл, щ....ы у мы, по формуль (8) $54, найдемь, что для этого дол- 
жно быть: й 


У < Га -Е 
и слёдовательно 
р тж 1-Е ©) 
у Тао | 


57. Если въ (1) внести 1 зыВото у, то. (2) такъ-предетавится: 


7 = «(5)+= (+) ее @) 


зодуль (мы опять беремь общий случай) выражения въ скобкахь будеть 
дал отАхь значен!й х, модуль о которыхь уховлетроряеть неравекогву 
{7) $ 55, меньше удвоеннаго модуля (ас), ‘и ев узоличемемь о будеть 
приближаться къ: модулю ас; модуль " будеть въ тоже время неопре- 
дВленно рости; отсюда завиючаомъ, что и модуль {(2) для 2, модуль 


зоторыхь > п ‚ будеть неопредвленио возрастать вмфолв съ о. 
о 


Для значен!й 2, которыхь модуль есть конечная величина, мод. { (=) 61- 
деть тоже величина конечная, ибо омь меньше суммы модулей отд®ль- 
ныхь членоръ, т. е, 


мод. { (0) < то” но" "отв... лье Би» 
& это есть зецичина конечная. 


58. Строка Тейлора для цфлыхъ ращональныхь фуницай од- 
ной`Нозавивимой лережфиной. Въ гредыдущемъ $ ни видфли, что 
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для копечимхь значений 2 (т. е, модудь ‘воторыхь есть хонечная ве- 
личипа) модуль функши {/(2) есть велычиия конечная, которал однако, 
начинал со значе! я, модуль которыхь не менфе н®ноторой опредв- 
ленной вопечной величины (формула {7} $. 55) ростеть выфетВ с мо- 
дулень независимой перемнной;. разсмотримъ эеперь поближе, хазь 
нзывинется дфлая рашовальная антебрамческая фуквщя вифетв съ ив- 
ифнешемь зизленя д, предлолатая его нонечныме. Оъ этою дёлью, ра- 
зумВл подъ 2 какое либо частное значеве этой независимой леромЪн- 
пой, подславимь ть функцио #(2), та 


(1) Ред на о -Ё... Рае, 
выфото 2 величиву 2--й. Раскрывая каждый члонь въ формул: 
Не-а ааа), ааа --В)Наь 


ло биному Ныютона, мы будемь нибуть: 


®) Как 
_ на: 9-0 бал (и-—1). (и ь „ 
вая" + вийа МИ а 
Чай аа -Вьч- 0 Я аа... 


С 


ОА еее + лень. ен. - 


а 


Здфен первый столбеиь предегавляеть не что зов, какъ саму функ- 
щю [(2); второй, еели зять Л за скобки, предетавихь тъ екобкахь 
холую функцио 2, выводиную изь порзой чрезь умножовю хаждохо 
члена на поназателя # въ этомь члепф и умепьшене этого поБазателя 
Звлебмь ца одиницу; составленкая шо этому закону фуницйя называется 
производной отъ /(2) и обозпачаетоя чрезь {(ж); тремй отолбецт, 

Н 
1.2 
торах мо зому-же закону выводиеел изб иредыдущей, в. е. {’(); ош 
завыпаетоя--какъ производная от прокзволлой, производною 9+0 
порядка и обозначаетея трезь {"(2); н т. д. Коэффищекть въ скоб- 


воли ззять за скобки, предотавлялесь 15 скобкахь функцию, ко- 


р 
хахъ при в бущоть тожииъ-же образожь иредетавхяму производную 


эи-ого порядке, обозмачаеную: /'(#); надоцецт посяфдейй члень, воли 
» 


взять эь немь Г. за скобки буделт ==я(и--1)....83.8, 10% — это 


будегв производная я-ато порлдка — {9 (2), Очецени производныхь 
съ узетячентемь порядка ва сдиницу уменьшаетех на сдикицу; число 
членовъь токе уменьшается на сдиницу, такь как доэффищенть при 2% 


1) ра, 
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должекъ быть умножень па 0; посладняя производная я-ато порядка 
будеть постоянная, и-|- 1-го ‘порядка проивводнал будеть 0. Введя об0- 
зналешя производныхеь, формуму (2) можно короче тавь представить: 

ил НИИ р 
ПиН НР не Р-н, (8) 
тд 9] ==1.2,3..... Это и воть строка Тэйлора для цУлыхь 
функий, 


59. Вели перенесемь первый членъ налфро, то получимь ирираще- 
пе фуккц!и (2) яслёдотые получены независимою первыфнкох при- 
рашентя }: 

ил ЕЯ ай м 
Пен торт НГ ооо тир 0 


вторая часть есть алый похиномь оть №; несодервышй свободнаго 
сть № члена; вынося й за, снобки будемь нмёть; 


ан 


предиоложимеь здфоь, что модуль # тбываеть до нуля, т. в.  припи- 
маемь безконечно-малымь, тогда все выражеше направо во (2) будете 
стремиться кз нулю вмфстВ съ порвымь множителень ето, потому что 
зморой. множятоль будеть въ то же время стремиться вв {"(2} — вели- 
чинв комечной; отеюда заключаемь, что поличоме /(=). веть непре- 
ризная фунвшя отъ +, такь. кавъ непреривно-изезняющеюся ве- 
личиною называется тадал, которая можеть принималь и всякое про- 
метуточиое значене между первоначально-взатыми членами рада ея 
значеней, ко бы блазки опти не были другь пъ другу, т. е. вакъ бы 
мала ви была разность между длумя рядомъ стоящими членами этого 
ряде. Раздвливь во (8) об части на й и модводя Ь кБ нулю, най- 
дет, что 


пред: ==, (8) 
| а=0 


т, е. что производная есть продфль отношевя ириращеня 
функ и къ рыззазшему его приращеню пезазисиной пере- 
ижнной, когда это посифхнее стремится. къ нулю. Приифная 
посльдовательно формулу. (2) къ послёдующимь производнымь точно 
таже убфдимен, что каждая производнии есть предфль отиошезвя при- 
рацени производной непосредственно продшеогвующаго порядка (хе, 
на единицу низлуйто) кв зызвавителсу его приращенио независимой яе- 
`ремвилой: 


8-1 (д 
ре 


=): (4) 
0 


= 
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Въ диффереяд:альномъ исчислен!и производныя прямо ошредф- 
ляются каиъ предЪль откошен функции въ вызвавшему его ирираыщенню 
неволисимой перем®иной и распространяются на, вс извветиыя фуниии; 
задача этого исчисленя и состоить въ отыбкави производныхь дан- 
выхь фунишй и примфдени ихь кь изслЬдованно различныхь вопро- 
совъ анализа и геометрии, 

60. Мы видфли, что всегда можно найти етоль малое значеню для 
%, что знакь выражены вв {} во (2) пред. $, будеть одинавовь со 
знежомъ перваго его члена, т. е. {(2); отсюда заключаемь, давь  по- 
ложительное знамен, что вешественная функция {(2) будетъ рости 
ви501 съ 2, когда первая производная положительная, и 
убызать при возростан!и 2, когда она отрицательная. Значенюе 
функлуи, достигнуюь хотораго возростая при продолжающемея лозра- 
сташи независимой терем иной х опа начинаеть убываль, мазывается 
наибольшинт, шахнаши; значене фунищи, доститяув» котораго убы- 
зая, при продолжающемея возростазйи независимой перембиной 2 он& 
пачинаеть возрастать, называется наименьшимъ, паи. Из» толь- 
ко что сказаниато слдуеть, что шахниот (=) будоть имть мото 
длЯ тВхь значенй #, при переходф чрезь которыя первая производ- 
ная фунвия, т. е. (д) мВняеть свой положитольный знахь ид, отри- 
дательный; шшитлий же при тёхъ, при переход чрозь которыя эта 
производная {’(#) мфняеть отрицательный знавъ нё положительный. 
Цёлая функц, какова (т), можеть мфилть внаюъ, только обращаяев 
зъ вуль: отсюда сльдуеть, что наибольшил и наимельния значеня {(х) 
могуть инь мото только для значенй 2, обрашающихь первую иро- 
ивводную *) (2) въ куль. Для шахипии’а хервая проязводнья должна 
ыфнять знакъ -|- на —, сиздовательно, она будеть убывалотая, а 10- 
тому ея производнаи, т.е, {^’(%) должна быть «0; для пИпипаиа же 
будетв наобороть, /’(2)>0, 109 ['(=) иёная знакъ — на -|-, будеть 
зозрастаюжая функия, Итань, по.знаку второй производной мы узнаемев, 
будеть ли фунвшя /(2) имбть дли разомеерилаемаго зноленл д, обра“ 
щающего /’(2) въ нуль, шахипаш или пнаииат. Жоли {’'(2) =0 для 
этого значещя, то надобно омотрёть, что будеть съ {"(2); воли ожа 
не ==0, ‘то дня функщи /(2) суть не будеть ли шахипиш, ии ланы- 
тат, потому 170 въ этом случав /’(2), для которой 0 будезь махинат 
или шут. въ. тавомь случа, не будеть мфкить своето анаха, слё- 
довалельно, функщя /(0) не будеть переходить изъ возрастающей въ 
убывающую или паобороть, пря’ переходь независимой переминой 
чрезъ таное замене м, Въ случа, если {д ==0 вые вв 1" (2) ==0 
и [’(1)=0, но И") не ==0, то [(х) будеть иля такого 2 патом 
или липа, ожотря потому будеть ли | (2) <0 иак И) 0; 


*) Мы ограливираомся эдфсь цёхижи фужкийнт, 
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бйотвительно, въ этомь случаВ }”(2) при переходй чрезъ нулевое 
эначене свое будеть мвнять свой внавь -|- на — или — на -|-; слёдо- 
вательно, для. [”(л) 0 будеть зъ первомъ случа% тшахноит, во второмь 
пиенвани слфдовательно, вблизи такого значеня она’ будегь въ пер- 
вом случаф отрицательною,. во второмъ положительною, откуда по 
предыдущему и елфдуеть, что {(х) при { (2) <0 будетвь махниит, & 
при {"(2)>0 шлшиии. Вообще, если кля какого-либо значеня 2, 0об- 
ращающаго /’(2) въ нуль, первая из» неуничтожающихея производ- 
кыхъ будеть нечетнаго порядка, то для этого значе 2 сама функя 
Ё®) не будеть ни шахннил, ни шитииь если же’ первая изъ неунич- 
тожающихоя производныхь. будоть четнато порядка, то смотря потому, 
будеть ли знакк ея — или --, фуниця 72) булегь мажналш или 
пипниат. Это можно прямо видфть изъ формулы Тэйлора: вели во (2) 
$ 59 веб ироизводныя начинал съ перрой до {7 (2) включительно 
обращаются въ нуль для разематриваемато значения х, то она при-_ 
меть такой видъ: 


Е ИА 


т и 

при дооталочно-меломь # знакъ инражены вв {} будеть одинаковь со 
злахомъ его первато чдена, будемь ли брать 2>0 или 2<0; что же 
касаетея до множителя передъ скобками, т. ©. №", то онъ не будетъ, 
мбняхь знака съ перемёною знака у лишь при # чотномь; при т 
нечетномь онъ будеть иЪилть свой знажьъ выфот® съ №, а потому /() 
не будеть ня шахииит, ни шупог: зъ перзомь случа, если 12”; (2) < 0 
то {(2) будеть шлжнлит, ибо Ге-=й) < Иа), если же 1 (#)> 0, то 
Ея) будеть пуиниии, ибо (2-5) >. 

61. Изь предыдущато прлмо слВдуеть теорема Ролля (ВоПе): если 
=) обращается въ нуль для и==а и 4==Ъ, но отлична от 
нуля для промежуточныхь вначен!й =, то ея производная /’(2) 
обращается, по крайней изрЪ, одинь разъ, въ нуль для кф ко- 
тораго премежуточнаго значен1я х, напр. 2, причем < «В; 
вообще же почетное число разъ, 

ДЬйствительно, для значенй 2>а и <5 функ по предположенио 
не обращается‘ въ нуль; слФдозательно, она либо вов положительна, 
либо вое отрицательна, для «<<; въ первомь случа она, начиная 
оть 2=2а, воврастветь, но приближаясь ис 6, она; становится убываю- 
ею; во второмь, наобороть, она оть 2 == сиврза убызаоть (алгебре 
ически), но потомь, приближеноь къ х==р, оне возраотееть; слёдова- 
тельно, вв первомь случа ока для н»нотораго промежуточнаго значе- 
ны д будеть имфть шахииши, во зхоромь шиитаио’ д для тавияь 
значешй д ея первая производная обрашаетен въ нуль, откуда и си#- 
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дуегь теорема. Что вх случай иЪокольвихь корней /'() межку #=а 
и #==5 нхь будеть вечетное число, это. елёдуеть изъ того, что {'(а) 
и [(5) лыбють противные злаки, ибо вблизи одного изь этихь значе- 
ий 2 функцы {(х) тбываеть, вблизи же другого возростаеть. Такимъ 
образомв корни фуньти {(2) и ея первой производной будуть пере- 
межающимисл, если не будуть равны, т. е. хорни производной будуть 
летать въ промешуткажюь корной самой функши. О фупющяхть ср ие- 
ремежающимися корнями ем. Высшую Алгебру Соходкато. Теорема 
Ролия найдеть принфнене въ слёдующемь 8. 

62. Показаюь внален!ю производной при изелдовануи хода изифвовя 
функщи ев изынещень независимой иереминой, вернемся въ огрокЪ 
Тэйлора, воторую предбтавимь тель: 


ри р 


РЕ», 


(О Пен = ПИФ 


полагая 


о вы на вен г р 
2. в == 26 () Е Ра) Е -Н.....-- 9 @)-т; 

©) ы Ре ЭТ } (ЕТУ +79) а! 

т. в. пазывая зрезь Е» сумму остальлыхь членове, слдующихь за 
удержинаемний 2 членами, или короче, остатокъ ряда, Изь (1) в- 
‘дуетъ таже, что 


. а 1 
(9 Вед Ра ИТ 
Положим здесь: 
(4) #2 = 
откуха будеты: 
(5) #=Х—5; 


внеся это в® (3), дадымь остахну такой видь: 
(Хх: 


Вь=Кх г -Рых-э-ГРФ 
Х 


Ю р 
РР 


ру--1 


Отеюдь видно, что Н„ есть таная фуниды #, которая обращается 
зъ нуль при 2==Х; а потому опа домжна содержать Х-— я въ халой- 
нибудь степени у иножителень *), & потому, пусть 


{7) Ри (Х- 0, 
*)- 510 слбдуеть о цах предпоженя, лайнощело быть доказаниыит лу одпомт 195 62 
хующихь $9 позазисимо отъ разсматринаощьто пъ-отомт, 


в — 


тв К величина, которую можно такъ опредфлить. Еели выччемь эхо 
`равенетво изъ предыхуваго, го получимъ: 


9—=КХ)—К-г=х ЭР 


8. 
е-аы.С ® 
это равенотво показываеть, ато функщя: 
‚ . ил (Х— 8 
а=их юго... 
=) - * @ 
(а) |. ед —(—к, 8) 


(и! 
ображается въ куль при г— и; легко видфть, что хочио тавже она 
обращается въ луль и при г2=Х. Итавъ ‘мы имфемъ цфлую функиюо 
(2) оть 2, которая обралаетоя въ муль при 2==4 п при г=Х; 
ся»довательшо, ея производная будеть обращаться въ нуль при нко- 
торомъ среднемь значения #, которое можно зак предетавить: 


#=а--9(ХЬ— а), (10) 
тб ® правильная положительная дробь: 
0<8<1, (1) 
Но взивь производную оть $(2) *), бущемь имзеь по сокралдени: 
, Ха . _ 
р ЕР; 02) 


*) При диффереицироващи этой фулкциг ‘нужно лолязодалься сялующями предло- 
жении кифферениальнаго ночислейя: 1) произподная суммы и'юоиькихь фунищый 
фаны вумнб ии производных»: ели . 

узи--офм, 
то 
ни-ни’: 
2) постолиный множитель сохранленел м пропаводиой, т. 8. вой 


у=д. м, 
то 

Ач. 
8) прожаводиаи ироиапедены рапиз суззф производинхь казждако изъ миожитедей, ио- 
хиожениьхь соотаёзотвенио и произнодонйо шейка остаяьцыхь множителей: воли 

у=и в. , 
зо 

унив ай ши. 9 вт 4; 

4) проиородпая функцт оти фузющи раиииеоя промародкой фушевие мо леремфлиой, 
от второй онр’ позоередотненио типиоля, п’ проназодную этой поглйжией по еже 
виспмой пережёышой: воли у = А, == 9(%); то 


у). т) 


— 6 — . 


подставляя сюда змыВото 2 значене его, опредфляемое формулою (10), 
тдф 8 имфеть такое значене, что 9’[«--8(Х—#)]==0, ыы будень 
имфть уравнене: 


(18) 0=—еи-Р (я) 


откуд® каходимь 


и, (хоча; 
(Х— "ав 
(ш— Пр 


{14} Е 


ИЧи--8 (5—2). 


Внося это вв (7); получим: 


ав 
(в— 1) 


{15) В” 


Ё[2--9(Х—я). 
и, наконодь, 5); еми уз Аш, то 
у=Ь-1, 


Что колаетсн поолдлято, 10 он0 воть частный случай правила, нахождешя пронз- 
водной оть полянома, зыведениое въ $ 68, ибо въ у 2 входить въ первой стеленл и 
яыфегь ——1 возффицчентомт; остальных предложешл тажъь досазызаютсл въ кифферен- 
рольломь иотислени, Озцальмь чревь А приращен!е = (10, что мы въ чекотв обо- 
значале чрезь №), & соотабтотвенный ирирмщеня фульщй 4: У, м, %, № промт Ау, 
4%, Ао, 410; зогда ныфемъ; 


1) лужи) -- (0-40) — ФА) — о =ди о ви, 


олёдовательно, 
ду Аи № 
Па Аа Гав Ар’ 
и переходя хх прекблу: 


9 _ дв 49 Аи 
урок. = пред, прок да — прок л; 


но 
49, Ам _ № _, 40 
пред дру, прекдри”, подр ее, пред ныи, 
чабдопалельно, ‚ 
. =". 
р) ду=Аи-- А) — Диз Ады; 
дик ны 4 


переходи иъ предфлу 


р А’ 
ибо ‹ й у ? 
пре = 
3; Ау = (и -- 4) (® -- 49) А) м. 


= ошди - оида + од -- долю обо вы обиду Амдой ло 


— в — 


Это выражене остаточвато члена Тэйлоровой строки принадлежить 
Плёжильху; полагая р==т, получимь форм? остаточнало члена, Тэй- 
„лоровой строки, приладлежащую Лагранжу: 

Х— 2)" 

Е 95-9 [о 


т! 


В 


полагая же р=1, получииь форму обтаточнахо члена, данную Коши: 


("авт 
(т— 1)! 


Ль 


Ре 8х —8]]. (17) 


Если поетавимь сюда выВсто Х ето выражене изв (4), то получтимъ 
окончательно таня формы обтальнато члена Тэйлоровой строки (1): 


Г и ый 
р: — Ге --9, 18 
бы @--9% 08 
ДЪля но Аж имбемъ: 
ду Ам 49, 49 Аи А% Ам . 
дао ут мо др А-В АН 59 др: 


переходя кв предь 
пуль получимъ: 


н ныВя зъ раду, что Ам, Аз, А 36 предав обрыцаютсл вх 


ров рифа. 


у 
4) Ау = 1-4) — Г; 
зёля па Ад иибомть: 


ду ерам Г) _ ира а. 
Аз Аз = ЕО АЕ 


переходя кб предёху ныфемя: 
у.м. 

Сайдовательно, для получения $(2) мы должны зайь ватебраичежую сушму проио- 
зодеыхъ хаждаго члена; ТАКЪ пак зи исключенемь порпыхъ двух, каждый состоит 
изъ проязюдени диухь множителей, то’ дозжиы примфийть лразило 8) дня случа 
дзухь миожителей; наконец», окань въ множлтелей“есть т-вл стенень функц пер- 
вов отенени: Х-- 2; доллаы эриыфивть 4) прарало, приндвь во пякизайе при этом 6); 
(Х-—#=—1; таириь образоми нифены: 
эв=-Ры+ 

Р-Р ока 
„ я {хЬ—2 
гора ЧЕ... 


ня р 
с ОИ Не СЯ Чероеик, 
пли бокращай: 
Е 


Ф®=- "а ИИ ЕР, пк 
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(19) В» = ® у (2 9%) 
(0) д и ие 9. 


(в 


Едва ли пужно прибавлять, что во зоЁхь этихь формунахь 9 иметь 
хеодиизновое значене. 


63. Оь помошйо строки Тейлора, сразу доказывается предложение $ 22, 
именно, что результаль зотавни а«-|-М 5 ифлую функцию еъ зеще- 
отвекными коэффищентами будеть вида Р-|- 4, & результать ветавки 
в— И будеть тогда Р— 0. Двйотвительно по строкё Тойлора, пола- 
тая д==аи В =, имфемъ: 


Поуке -Г® Г ® 


ме. 


ых 68" 
о. ле 


= 


.8 


Кери о т ай И 


р м 
6) НЕ аа 
или 
(2) оры=Р+ о, 
олалчья. 

еИАыОТ 
6) рт... 

ый У 
аи 


откуда и’слфдусть первая половина предложеня. Чтобы получить вто- 
1716, отоить только замфтинь, что отв пережвны у © знака, ла протизный, 
Р по изийнить своей поличиня, ибо. содоржизмь тользо чехии отенени 
отъ $, тогда накь @ перомёииь холько слой знань, ибо. содоржтиив 
только ночетныл сченени.оть $; потому будеть: 

(5) а—ы=Р— 4%, 

гдф РЕ 9 имоть значемя, опредзляемыя равенствами (3) и (4), а 
иифегь тоже значон:е, каль и вв’ равенотвахь (1) к (2). 

64. Теорема Коши. Нели для какого либо частнаго значе я 
=, на пр. ж, модуль дЪлой фуниши Г(а) не разень нулю, то 
веегда можно найти такое знатен! ш, для котораго модудь 
этой фуниши 7(2) будень имЪть значен!е мешьше предыну- 
ято, т, е. модуля {(ж). 
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Пуеть мод. /(20) не ==0; давЪ жо приращение №, по строшф Тейлора 
эмемь: 
Гы 


во Кб) Ро 


. 
в. 
Здесь кромф нерваго члена, отличпато оть нуля по предположен!ю, 

. а (о 
еще послёднйй навфрно ие =0, ибо а что же касветоя до 


промежуточных», то лЗкоторые изь нихъ могуть быть равны пулю’ 
удерживая только отличные оть пули члены второй чаети (1) равен- 
стра, мы напишемь его так: 


а 


зи 
ти т и < <.... «а. 


Додимть вебмь козффишщенталь второй части при различиыхь степе- 
няхь №, равно кань и самому №, приведенную форму, положив: 


Т(ео) == Во (605% т) | 


) 
гы == В» (с0вфы Рави») 


<) й 
РЯ в. (созфии-[ ФБ», ) (8) 
а 
(} . 
ит С] 

В—=0(008#--9519); (4) 
въ послбдиемь о к 9’ суть величины пола неопредвленныя, веф ше 
остальныя В и фе суть величины совершенио’ опредфлошпыя, получае- 
ныя чрезъ вычисленю излыхь частей опредзляющихт, ихь равенотвь (8) 
и послёдующахо затфиь привеценя ихь вт этому виду по правилам 
826. Вноел изъ (3) и (4) во (2) и примВвяя формулу Моавра, ‹равло 
канг и празимо умножевя приводенныхь комилокопьхт зиралвений ($ 80), 
мы будем» имёть: 


Ки --®) 
— Ровозф- Выевов (ф-т) --.....-- Юн о" сая(фь 9) 
--[Воввьхь-- Виб" вл (-и |... |+ В, с" эф» #9). 


Овначая модуль /(ж-Н®) чреяъ А: 
Венок, (а ЕВ), 
вычислимъ ето квадрать; будемъ инфть: 
Тисзоманариицияй,  Высшол. Аливбра, 
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= {Вобовфо НАье"оов(д„--т Я)... ..-Е Ве" 008 (фь и -- 
(6) -- [вии Ыьо"яй (вии)... . |+ нот ва (ды) 
= в 2 № Вывоз (ф-т о) 4.0%... .. Ан", 


114 ть <..... «а, а 4)..... Аа козффищенты, ноторые бу- 
дуть завиобть отв 9, и найдутел чрезь иримйнеше правижь возвызше- 
зи въ ивадрать полиломовь, но для кашей пёли ближе знать икъ вы- 
рашеня пёт падобности. Опредфлимь теперь оставаииуюся до сих 
поръ произвольною величику 9 изъ уоловя: 


(2) фы-- тв — = (-- 1; 

отеюда пайдемъ 

в 2 ОБЕ ; 

внеся это вк (6), будемь имть, [таюь как с08 (2 п)я==--Н: 

(9) = ВО Дь Е До... 40, 

тдё А)..... А» обознамалоть результаты зотавкн въ выражешя коэф- 


фитеязовь Ал..... А» зеещо # ого значеня, опрехйлявхаго форму“ 
ло (8). Посльднему выфеженио 1 дадимъ тажой зидь; 


00 Рае Вь- Де... 4), 


ло $ 58 леерха можно найти столь малое значея!е для величины ©, (ко- 
торая пока аще обтавалаеь пеопредфлениою) что знамъ полинома зъ 
скобнахь { }, расположениато по восходящим отецениыт, о, будегь оди- 
каковь 00 знаномь члена пе’ содержащато о, т, в. 2%), который, 
какъ пронвиецене положительныхь велизинь, самъ буцеть положитель- 
ный; и таюь, дазь о такое значен!е, полиномь ть скобнахь { } будеть 
положительное количество, а похому будеть 


[699] <, 


ибо получается изв него, жаль лохазытаетт. (10), чрезъ вычитаяйе по- 
ложительщой величины. Отсюда-же олфдуеть, что 


(12) В<Ж, 
тв. 


мод. Ава -- #). < мод, Г), 


воли № имфоть аргументь 8 и модуль о, опредфленные наш сказано 
зыще, Итакь, дАйотвительно, вели №, пе ==0, то веегль можно даль 
я Такое пририщен!е №, что для новаго знамещи независимой перемн- 


— 67 —- 


ной, именно ж-|-й, модуль функции будеть меньше чёмъ для #==4, 
что и требовалось доказать. 


65. Олвдотве 1, Наименьшее значен{е, получаемое нодулем» 
{@®, вотда м будемъ давать всф возможных значеня есть 
нуль. ДАйствительно, если бы оно было не нуль (слковолельно, боль- 
ше нуля, ибо модуль зсегда положилельный), то по теорем% Коши, 
только что доказанной, всегда можно было бы кайти таков значен!е 2, 
для кохораго модуль функщи быль бы еще меньше, сл®довательно, 
предположенный наимевьшимь не быль бы таковыиъ. 


Мы зидЪли въ 867, что начинал оъ хёхь значенй х, модуль кото- 


рыхь > Ая {гдф 70 модуль ао, а  наибольшйй изв модулей про- 
° 


чихь кооффищевтовь) модуль члена. дод® будетъ постоянно преобладать 
надь модулемь суммы обтельныхь и рости выфетв съ модулемь 2 до 
бевконечиости, а ев нимъ и модуль /(л); слфдовательно, самое наимень- 
шее яначен!е модуля {(2) (которое ость нуль) возможно лишь для вна- 


74 


й Ра 
чей 2, модуль которых <, слфдовалельно, конечныхь. Но 
о 


такое наименьшее значеше 2 необходимо существуеть, ибо мод, /() 
для конечныхь значен;й х есть величина конечная, & вату растеть 
‚до безконечности, каковвь бы ни быль аргумевив & переифнной м, 
выботб съ ея модулемъ. Отсюда: 


Ол детве П. Веякое уравнек!е 
К) =0, {1} 
Ко = а. ла - в, {2) 


иызеть корень вида а-[-55, 


тл% 


Давотвительно, наинельщее значеню мод./(=) воть нуль, к оно имфетъ 
уфето для понечныхь значен! 2, которыл вообще вихь а-- 5%; но 
хогла мод, [(2) == 0, тогда и сама {(х)==0, и наобороть: дёйствительно, 


Кар) =Р--0 мои =УРО, 
со ОИ 
УР @=0, 
хотда 
Р=оси 0=0; 
& тогда и 
Кер=0; 


равнымь образомъ 


тер) = 2-4 
Р=0о и 09=0; 


зогда 
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но тогда и 


мод, (а--5) == И 2-- = 


Олбдовалельно, сушествують ташя конечных значевя вида 
а--$1, воторыя будучи подставлени выфето м в /(2) тожде- 
ственшо обращають её въ нуль; а эти значевл и называются 
корнями уравненл: /(2)=0, откуда н сябхуеть сназашное. 


66. Ловазавь, что всякое уразиевше вида (1) пред. 8 имет коречь 
вида а--, но трудно доказать, что всякое уревнен{е степени я бу- 
деть иыубть # корней, подобно уравнешямт 2., 8., 4., отемоци и дву- 
членнымь и-0й, по для доказательства отото предложен падобно 
раземотреть длимость разлости (2) —/(@) ка -—@; это даоеь памъ. 
бояфе одного интереснало и вазжиаго резульсатя. — Вычитая изъ полинома, 


и) Ка) = ве Та... Кале а 
результеть вотавки вв него @ вмфсто &: 
(3) 1 (@) == ва | ааа... ааа», 


мы получим: 


@) =) (а) == 


(ие) а авт)... нае; 


здВев калщый изъ оставшихея ноэффищентовъ множителя на разноеть, 
одинаховыхь стеленей жи & (слеценей, мйиполихеся озъ одного чаена 
къ другому), которая ло теорем Безу дфлитея на ш—@ бозъ остатка, 
причем» въ частномь нолучитея полиномъ степени па одиницу нисшей; 
потому можемв пололить: 


[6] дао. фа ыы... --ы-че-Ры. 


Коэффитщелиле могугь быть получены или прямо, выполиля ‘дфлене 
на 2—е вь (3), или же, что луиие, такимъ образом. Ослобождая (4) 
отБ знамелелеля и перенося залфиеь {(а) вт, другую часть, мы получив: 


Еы-ье-Нь ©, 


(9 по-е—бмечыиНызн-- 


и раскрывая скобни: 


яка [реет рен и. аНыса |916 
(5) ой а ый Фы-, бла 
= =- ща" ее Но ыа-®--.. | авае-наь 


(подставляя выого {(2) его выралеоте), Так тахъ ото раденетво холжно: 
имть мфсхо ‘ри веяком» 2, т. е, хождественно, то поэффищенты при 


9 _— 


одинаковыхв стеленяхь д въ оббихь частяхь ето должиы быть рав 
ны *); отсюда получаемь такой рядь равенствы: 


(6) 

фр 1 

Была, , 
оззоляющихь постепенно находить в, М,.....бы-1 и, нажонець {(а); 
отыюда именно получаемт: 

в 

ие а 

ра 

реа 

нь + не | 

ее -- ва 

Фит @н-1 

Па) = ааа. 


Такимь обравомь начиная 05 мг найдемь веЁ 6, по порядеу в03- 
ростаюнщихь значковъ при $ в, наконець, /(е). Но можно {(а) найти 
прямо подетавляя & в 7(2) виоо х. и тогда вс коэффищенты Фа 


*) Это предложено ташь довавывается: пусть дця воякало 2! 
Да ВО --..... Кан ааа не... ва 


чак, вамь ого иыфеть мбото, по предположению, дил воамато #, то будеть ныбль мфото 
и ди #=0; полахая же #=0; получить 


Е= 


; 
зычилая то равенство изу. предндущиго и сокращал остаток» ва 2; получишь такое 
разбиство: 


дат Ва 0-8... 1. Кста а Ва... НВ: 


золашоя здббь 25-0, подучииь 
К=ь 
ид; поно пе придем къ раненотлу 
А=а, 
что и требовалось доказать. 


_ п - 


могуть быть найдены в обратномъ пораде®, т, е. начиная съ повябд- 
нато; перенося первые члены въ (6) хбвой чвоти направо и дёля ва- 
тВыъ на ©, мы получим: 


—&-= 


в Ка) 


(8) 


—=— == — 0%, 10 эт0 можеть слущить довавалельствомеь. 


зёрносчи зычисленя. Это замфчаше найдоть примфнен® при отыека- 
ни цфимху или вообще соизмёримыхь корней ураднены, хель уви- 
димъ ниже, $ 74; по прежде выведемь изъ (4) или (4') фундаменталь- 
ное слёденые его — предложене, о позором упомзную въ пачель 
элото 8. 

67. Еоли въ этихь форыулахь примемъ за © какой дибо корень ио- 
ллноме, {(2) или, что тоже, корень уралненя 


(9 =0, 

напримёрь примем» а-=м, гхВ а) такое значе д, что хождественло: 
(а) =0, 

то равенетво (41) обратятся въ такое: 

@) 1) =шб— м) 1, 

тдф для краткости положено: 

(2) пов ыи..,. ве, 


т. в. цфлая функшх /(#) далитоя безъ остатка на х—, вели 
а есть ея корень, т. в. всли Кл) =0: 

“Примйиая эту теорему къ фупкщи А(2), которая тоже есть цфлоя 
стеясни #—1; и обозначал порень ея чрезъ 22, а часяное оть дфле- 
я на #-- 2; чрезъ /2(2), мы бухомь лифты: 


(3) Ве) == — (0; 


дм - 
точно тадже, если аз есть корень (2) =0, & [2(#) частное. оть дёле- 
ны № (2) на х— 2, будемь имфть: 
0) =@—эв@. (4) 
Продолжая это, получимь таной ряхь разонствъ: 


(д) == (вр) 
и... (5) 


тд 
Ь@® =. (6) 
Дьйетвительно, при дёлеши на функц вида #—@, степень поки- 
вается на единицу, коэффященть же перзато члена частного полу- 
чается равнымь коэффищенту первого чдена дёлимаго, ибо воэффи- 
енть члена съ намвыешею слепенью х въ дфлителф есть единица; 
отеюда слЪдуеть, во-первых, что вовхь дфленЁ придется едфлаль и, 
я ло-вторыхь, что послёинее частное бужеть 0-й степени, т. в. постоян- 
=0е, которое будеть в. Если теперь неремножить всф равенства: (1); 
(3), (4), (5), (6), хо получимь по солращени: 


Ре) = (2—2) (в —2)(@—2).....@— 4). {1) 


Такимъ образомъ полиномь /(л} степени я можеть быть равложенъ 
на произведене множителей первой слепени, чиеломт я. — Если мы 
приражняемь въ (7) х которому-нибудь изъ корией послЪдователь- 
ныхъ частных: 


А, де, ар... (8) 


напр. положимь 2==аъ, то будемъ имфть: 


Иа), 
слёловательно, каждая изь деличиию (8) будеть корнемъ уравненья: 
а =. {9) 


Озоюдя завлючаемь, что уравиен!е схежени и-ой имфеть я кор- 
ней, или зообще. волкое уравнок!с имЪеть столько корней, 
сколько едивидь въ похазателв степени уравнены. 


Болфе и. корней не можеть имфть уравнен стоцени 1, же обращаясь 
зЪ тожнеегво; вв самомъ дёлф, положимъ, что /(а) ==0, тдф с ие рав- 
но ни которому изъ количествь (8); тогда будеме имфть: 

Ка) = в (& — в) (@—).....(а-- в) =0; (0) 


но вь произведоши 
(а— м) (&— 2}... (аж) 


— 1 — 


ни один изъ множителей не равонф нузо, а потому и ное это произ- 
ледене не=0; отсюда слфдусть, что дия возможности (10) должно 
принять и ==0, слловательно, уровнешо (9) приводител юз такому: 


ад -|- ва... ааа ав == 0; 


оно степени я-—1, а имЪеть ®-|-1 корней, потому иримфилн къ нему 
довазанноо, найдемь, что вто невозможно иначе, ваюБ если и ==0; 
продолжая эти разсуждея, придемь къ тому вызоду, что 16% ковф- 
фищенты лавнато уравнешя должны въ такоме случав бызь нулями. 


68. Но утвержхая, что цеяное уравиене имфеть и корней, мы не 
хотимь отимъ сканаль, чтобы вов они были пеиремфнио различны: н- 
хоторые изь лихъ могуть быт, и равны. Напр. если дано: 


#—м—в--1=0. 


Эхому уравнению удовлетворимь, положил» #==1; сифдолалельно 1 
есть корень, в иолому #—1 дзлитель первой части; н дЪйетвительно, 
если въ порвыхь двух членахь возьмем 4*, а въ послёхнихь двухт 
—1 за скобин, 10 можно будеть иерной части дать тажой видь: 


(Пе —1 


слВиовательно, А —1, и эта фунаия опять обрелцается въ пуль 
; откуда сдфлуете что #-—1 ея дблитель, и дйствительно 


в—Ю@-1. 


Тавимь образоме, зеталияя въ иредыдущее выфото 2—1 ему раз- 
ное выражена, будемь имть: 


@—Пе-0е 
тдф два миожителя разшы, или короче 
{#—1*@а--0=0. 


Первую част, лашнато уравнейя, пь случай, вели оно имфеть я 
множителей разных 2-я, мо миожнчелей равчихь &-—2%,.... 2, 
мнолигтолей равныхь #--2), иричежь 


т ‚Нея, 
можно тажь предоханять: 
Ка (и — ву (д 


Ва оюмь случа аа будонь ии-кратный ‘корень уразновя /(#)==0; 
2» будеть ув-иратный хорепь,..... накомощь, 7, будоть и -иратняй 
зоренр. его. Мы увндимт ниже, что въ елучеВ хразныхь корней урав- 


(ежу. 


— 13 — 


нешя, вопроеь объ отысканми ихъ сводится на рёщене ифонольвихь 
уравнелй степеней низших. 

69. Въ предыдущемь было показашо, что ворпи уразнешл вообще 
вида а-- 4; въ случи вещественности вофхь коэффицентовь данкаго 
уравнет!я, котда оно будеть имфть корень #-- 5: и сопряженная о 
ним комплеконая величина в—$з булеть корнемь (сы. $ 29); стало 
быть въ этомь случа перзая часть уразненя будеть имфтв два тоже 
множителя первой степени: 


—а—5 
в—а+ы; 


произведене этихь множителей, кавь сопряженныхь, будеть 'веще- 
охвемяое: 


а ей =е-а рыбе ры. (1) 


и 


Имфя 910 въ виду, можемт сказать, что зообще первая часть вс4- 
вто уравненя можеть быть раздожена на произведен!е ве- 
щественныхь множителей пврзой и второй стежени, Напр. 


#8 —1 


первая часть отото уравнены тажь разложится 


е-уено= 


тд. 21 -- #21 есть произведеше нинейныхь множителей 


Вь случаЪ, если а-|- 55 воть эи-крадный хоронь уравиеши }) =0, 
хоторато 2еф ноэффищениы вещественные, то и в— 68 будеть ж-врал- 
нымх корнемъ его по $ 22; вв этом случа пронзведен!е соотвфиетвен- 
пыхь линейныхь множителей, г. е. 


д — пав, 
будеть тошо иниратнымь множителемъ {(2). 


70, Примънимь. эту форму разложешя. первой чаети уравнешя на 
зетщественные множители 1-ой и 2-0й етепели ив двучленнимь ура. 
нещямь: 


м —1 


м 
Въ случеВ » нечетпаго, это уравнеше будеть имфть одинъ веще- 


оляенный корень 1, и ларъ соприщенныхь, предогарляемыхт 


формулоло: 
2 
603 2х ЗЕЯ 21 В 
® п 


ТВ #=12, 8...1 . Отдовательно, будемъ имфть на основав 


предыдущихь 88: 


и— 
я РИ 
(3) 2"--1=8—1 П (ль), 
й #=1 
„_ 
= 

тд» П означаеть произведене множителей, получающихея изъ наци- 

В =1 


ваннато золбдь за этимь знавомь предеталителемь ихъ, кавая # вс 
. и—! 
цёлыя положительных значешя оть 1 до —. Отеюда можно. вы- 


вести интересныя формулы, которыя ногу ь быть полезны въ размыхь 
случаяхь, между прочимъ и въ олбдующемь 8. 


Положимь въ (1) х=-— 1; тогда (-1)*==—1, ибо в-мочетное; мно- 


звитель х-—1==-—2; множитель 22—22605 к --1=2 [1-- воз к = 
— 2 6089 (=). слфдовательно (1) обрашается въ тахое: 


9—1. 


2 
—2=—2.2 


и по разквлени на — 2", 


ре 


у п, =) 


В =1 


Если 06% части (1) сокралимт па, 2-1и затВыв положимт 2==-|-1, 70 
первая часть обратится вв ® (ибо частное будет ааа, НН; 
30 зторой же множитель и^—22:608 Иа = будовья=й (. 805 2% 

в 


: з/ 
— 1% ; оттого (1) поедф слозанныхь оперой обралител вв 


чао6; 


отЕуда 
(3 
Точно также нервая часть уравненх 
м—1=0 {4} 
можеть быть предотавлена въ случа и четнахо такимь образомъ: 
а 
В 223 
вер @ Зент :). (5) 
#= 
Если имземь уревнеше (6) 
ж--1=0, 


и п нечетное, то принимая во вкиман!е (8); (9) и (10) 8 48, будем иквть: 


1 == (24 24 603 т { 1); “) 
хогда же и четвое, то 
= 
1 П (| 2; 608 тя +). (8) 
%=1 


Отсюда можно получить формулы, анвлогичниыя (2) и (3). Полагая 
%=1, получимь изъ (1) и (8): 


1 . 
; 22-я 1 
Г шв 8—0 = рт, (9) 
1 
ы 
ие „бт. 1 
Пт. [О 


— 16 — 


Полагая въ тЪхь же формулахь г 1 (по раздВлени предвари- 
тельно первой на 2-1), получим изъ (7): 


ао 


и изъ (8): 


3) 


Чтобы получить подобныя формулы изъ (5), мы замфлимь сперва, 
что при я четномъ 


и потому 
, 
2—1 _ (1 а“ — в 
т Неы 


в . 
полагая з№сь «==-=-1, мы получижь во второй чаели —>-; слдо- 


залельно, 
д" в 
(8) 2—1 = 


{15) 609 = 


71. Другой примфрь, на урезиеме съ вощестлонвыми козффищен- 
тами, Мы оцдфли 35 8 88, что с0зпф можно зыразинь чрез в08 ф 
полиномомъ и-ой стеиеки относительно 08ф; разложим этоть плохи“ 
номь па мпожимели, Для этого пайжемь тб зиачены созяф, при кото“ 
рыхь онъ обрыщаотен въ нуль, Мы зиаомт, что 


(1) в0зйф=0, 


т - 


р п 
хогда пе П, тдВ ® какое угодно п®лое число, лоложитель- 


нос или отрицательное; отсюда 


6—0, @ 


и, слёдовательно, корни полинома, которымь созиф выражаетея трезь, 
6089, Суть 


(26—1= 
о, (3) 
ТДА #=1,9,....п. Ве эти корни зещественные. Что # ить надоб- 
ности даваль значещя бодышя я, тамъ дошажется. Еели >>, ч0 пусть 
=ир-Ёа; 


зегавляя въ (8) получимъ 


05 и | и") ( пря. (4) 


2 ю ? 


74% (3—1; это вяражоне, повидимому, можеть отличаться знакомь 
отъ иредотавилемыхь формулою (3); по легко‘ локазаль, что вредетая- 
лнемыя формулою (3) змачея лонарне равны, ко имёють противные 
знови, за исхлючешемт одпого, въ случаф и нечетного. Положимь 


&=и--1—мт; 
тогда 


соя 1), би). 
р 2% я 2т 


Олфхдозачельно, ныфоно того, чтобы предетавлять корни формулогю (8), 
въ которой й пробфгаеть во знаменя отъ 0 до —1, мы можемъ ихь 
представить формулою 


= (5) 
ТА, въ случа п четнаго: 
=ь0...... 5 (6) 
д въ случаВ п нечетнаго 
вт о в- 
И=Ьа,..... а, 


причемь для повяфдняго. нужно взять одинъ знань предь св, влро- 
чемь, в0ё разяо какой, тажь кожъ хия этого значешя в подучимь: 


23 
=, 
68-= 


— 28 — 


"Теперь можежь написать полагая с05ф==и: для ® чезнаго 
О 


ь=% 
р 
совиф АП „0 ( 4 с08 в), 
или 
‚- 
{?) с9пр=4 | (. — 608? 5-- < -0*) 
&=1 
зъ случа же я нечетнаго: 
в 
р ви 0=) 8—0), 
6031 = Возф И ( в #-- сз За 
хи 
& 
{8 совиф = Ва [ (ео вк). 


Вт 


Козффищенты 4 и В тавъ найдутся. Положинь ф==0, ога 
&=008ф=1; в0зиф=1Т; сивховалельно (7) м (8) обратлися въ таюя: 


2—1 
1-=В п зе 2—1 Ия 


Вт 
зотавлля сюда змфото произведенй, ихъ значеня изь формул (10) и (9) 
3 70, получимы и , 
Д= 9", В=”'. 

Этоть результать молито было бы получить и прямо изь формулы (3) 
$ 33: вели въ нее выфото вщ?ф вогавить 1—605ф и загфыъь отобреть 
члены ©Б высшей стоценью 005$, т. е. член съ сов", то коэффиц- 
енть ехо будеть при и нечелномъ; 


‚(4—1 #0 (#8) 9—3) | 


Г 1.8 р 1.2.3.4 Е... 

#(и—1)&—3)... ИУ :) 

„4 1 , 
1.2,8..... 


— т — 
при я четномт: 
э(и—1) | я 1) 2) 9) 


а 4 1.2.3.4 
Е 
неон..." 
.... 15 - т ; 
1.2.3... з 


вал 2 
кандая изв этихь сумыь == ве = эго 2". 


Внеся найденныя зналешя А и В зъ (7) и (8), будемь имфть для 
п чегнаго: 


евир=2*— (ых — 6088 вия) , (9) 
#1 
и для п нечетнаго: 


= 


з 80). @9 


8 

сои == 0"-199 (об 
в=1 

шяф 


51 . 
72. Въ 8 33 мы зидфли тавже, что можно всегда выразить 


пя 
ЕТС будегь равна 


зрезь совф полиномомь степени *—1. Функщя 


вулю, когда 

яф=йл, [69 
тд® 1 какое-либо цфлое число, отличное отъ пуля; значене $ ==0 не 
обращаеть функию въ нудь: дня него она дфлвется равкою я, кавь 
то мы видфли въ $ 84. Изъ (1) мы имфемь: 


123 
= (2) 


и, слфловательно, значешя созф, для которыхь интересующий насъ 
лолиномь обращается въ нуль, будуть представлены формулою: 
#® 
в, . (8) 


Въ-этой формул достаточно давать положительных значсейя #, ибо 
603 (2) == 608%; дадзе вначешя равных и больлия я нёть надобности 
давать, ибо ееди Ё>и, то 


ф=ие--г. тдф ’<я, 


— 80 —- 


в 


п Е 605 ( | =) {—1)7 08 р 


слёдовательно, повидимому, можеть быть разница въ знак ось кор- 
нами, опредфияемыии формулой (3), если въ ной будемь полагать 
&=1, 2, 3,...2-1; во получаемыя такимь образомь изъ этой фор- 
мулы значения попарно разиы и противомоложны, дВИстрижельно, если 
В=и-—т, то 


(итп тт ит 
608 608 [п в-—, 
п п ® 


т. в. значеши #, домолянюния одко другое до я деть ция в03ф 


значенл радныя и иротивоположных; вв случа я четнало для 


будет 0, и потому можно выразить корни полинома для 
этиф 
фр формулою 
1 
(4) 2 8-„ 
я—1 п 
при #==1, 2, 8.,. 5 ——;— въ случаВ м нечетнато, и х==1, 2, 25, 


при’ # четнома, причемь дря посяфдняго значешя № пужно взять въ 
форхул одинъ эпадль, зпрочежь, вее разно какой, так казъ злачое 


хорня будеть нуль, 


Телерь мы можешь положить при я ‘нечетиоль: 


заиф _ Вр воз В. 
(5) пФ =0 | (= 605 "), 


а в. случа я четнато: 


. а 
0яф ЖЗ 
6 ПИЯ ре Рф 603 -^ 
{6} то Резо п, (-. ф— 608". } 
Полагая ф=0, и имфя пь виду, что ‚я. =, мы получить; 
то ф==0 
(7) =0 Г ве, 


== 


(8) 


по форыуламь (14) и (15) $70 оба произведения =-; елЁдова- 
тельно изъ (7) и (8) получим: 2 


=, 
= } 
р; 


внося въ (5) и (6) и умномая ихъ на зшф, будемь иыйть оконча- 
тельно: для я иечотнаго: 


‚#1 
Е . 
эти == 219 (= — 205 (9) 
и для я четваго: 
ИИ 
Зтяф — 2" 51 фо ф П (= — 05? =) . (10) 
В=1 


73. Въ формулы (9) и (10) 88 71 и 72 легко знестя зшф и ви 22. 
ползуяеь соотпомешемь зп? -- 00? =1; воли зат% ит первые чле- 
ны въ каждомь множизелВ вынести за скобки, и принять во знимеще 
формулы (3), (9), (10) и (14) $ 70, то получалел тая формулы: для 
з дочечнато: 


Г 
6032 ф == 3 ф П 1— -|} (1) 
&=1 
1 
ВИ га 
тиф ть | (2) 
1 и 23 
2в 
для в четнато! 
1% 
п -— @ 
ЧП [ оз @в 1х |} 
2ъ 


Тихомандниияй. Высшая Алгебра» 6. 


% 


1 


а а 
Вт 
п9 689 [ых 
в=1 


{0 ядиф == 


5 — 
2 


Здфеь для однообрамя въ формулахь для зшиф числитель и знаме- 


23 
натель —— умножень па 2, что не измфнлеть величины дроби. 
в} 


ГЛАВА \, 


Опредфлене соизмфримыхъ корней даннаго 
уравнен!я. 


74. Возвращаемся къ формуламь & 60, чтобы вывести изъ кихъ 
©1особъ опредфлены воизмфримихь корней даннаго уравцевя, зогда 
оно таковые иметь. Прежде всего замиуь, что если козффищенти 
даннаго уравненя 


= бо" | ща ааа (ака -На, == 0 (1) 


воизмфримые, то’неегда ихъ можно сдЪлаль цвлыми: для э%ого стоить 
только отыскаль наименриюее вратное знаменателей вобхъ поэффищен- 
товъ и первую часть уравнены помножить на это наименьшее грат- 
ное; произведя сокралконю въ каждомь члекй, мы подучимь уравяеше 
въ цфлыми возффищентами. 


Напр. вели дано уравнене: 


25 — 0,3% -| 2 
Е 


+ пу жен Е в—4(2)=0, 


го имфемъ такихь зкаменатол 


1, 10, 8, 2, 12, 9; 
паименьшее кратнос ихь будеть: 
1.22.32.6=180; 
умножья первую часть даннато уравненя на 180, получимъ: 
36028 —- 54*-- 12047 -|-21027-|- 105&— 760 ==0 


уравневе; хоторего. ве® хооффищенти. чвела ‘дфлыл. "На этомь осно- 
защи мы можемь въ уравнени ® предположить: вс хозффиченты, 
пдыми. 


— 84 — 


РаздЬлимь чеперь первую часть его на 2—@, гдз @ кавое-вибо 
дйлое число; тогда изъ формуль (7) $ 66 зяцно, что коэффинювты 
ЧАсТнаго отъ этого дфленя: 


(2) Фата в,.... аа Е вы-л, 


Зазно казь и осталовь, который == {(е), будуеЪъ цёлия числа. Обзалокь, 
хакъ ыы замзтили вт томь же $, мощеть быть найденъ прямо под- 
ставовкою @ вифото д въ первую заеть уравнения, т. е. /(2) и тогда изь 
формуть (8) того же $ послёдовательно найдутся вов козффищевты 
частлато (2). Вели уравнете (1) ямвотъ цфлые корни, и @ есть одинь 
изь таховыхь, то (я) ==0, и уравнения (8) $66 обращалотея въ теля 


( в 


— = о 
= ана 
„— 8 
@) Ш 


Первое изъ этих раленотвъ показываетт, что ИВлый король, если 
онъ сеть, должен быть дёлитолемь нослёдняго коэффищониа, уравненя 
(т. в, члека, незавиелицахо оть 2), затмить ожь должень быть дфинтелемь 
слфлуюцтато кооффищента (т. е. при первой стецепи пеизвфетнаго) по 
прикачВ къ сему послдиему перваго частнало (т. е. оть раздвленя 
па него поелбдняго козффищелча уразнеяя); ошь должень быть дал 
ле ‘хфлителемь третряго оф кота кооффишента (т. в. при 23) по при- 
далф мь нему зторого чавтнаго и *. д; вообще донжено быть дфлино- 
лемъ волидаго козрфищетта по придачЪ къ ему прецдыдущаго чаетнатго; 
нажонель, но разлёлени второго козффилуента, (т. в. при д“-), увели- 
ченного па предыдущое частное, дояжешь получитьел зъ частное 
кооффишенть перзато члена, ззятый св противнымь зкахомтъ, Эти убло- 
я, необходимыя для того, чтобы а быль цфлый корень, суть вк ложе 
премя и достаточных. ДЬйЙетвительно, если уравнев (3) въ ниехода- 
щемь порядка помножиыь па @, 22, 08... ,.,. и и сложимь, 
10 получимо . по. сокращеши обфихь частей на разныя количества 
слвдуюливе: 


а, = вв р ака -ан-обй Г... -- бьа"®--.... 


иди перенося все въ одву сторон: 


дов" —- ой 1 ав... аа" --,... пыле вв =0, 


слЁдовалельно, & есть дёйствительно корень уразненя (1). . 


75. Изъ предыдущато вытенаоть такой словобъ опредвлея пвлыхь 
соизиВримихь корней каннаго уравненя съ цВлыми воэффищентелми: 


доб" | "1 -|- ара ‚Ра-ае-на==0, (1) 


Мы разлатаежв послфднй козффищенть а, на множители и отыски- 
завмъ вофхь его ивлихелей, которые беремь какъ съ -|-, чак и св —. 
Если иззфотны предвлы корней, камь положительныхь, такъ и отри- 
цательныхь, т. е. ташя два числа, "между которыми находятся воь 
положительные корни уравчегя (1) и друмя два, между которыми ле- 
жать во отрицательные корни уравневя (1), то мы изъ найденныхь 
яфлителей, ззятыхь сь -- или — выбираемъ только тбхь, которые 
находятея въ отихъ предфлахь: остальные отбрасываемь; лежапе же 
зъ предфлахь положительныхь корней и въ предфяяхь отрицательных» 
корней подвергаемъ испытанию, удовленворяютв ли они вефмъ уеловЁямтъ, 
необходижымъ и досталочнымв для того, чтобы быть имь корнями 
данного уравнешя. Хотя эга операщы и не трудвая, но её можно еще 
облегчить, сокративъ  чнело дфлителей, подлениицихь испытано, ва 
основави слёдующего замфчалия. Если а есть дёлый корень уравне- 
я, то частное 


СО ро вает. Ра ыы (2) 


ха 


будеть имфть, по предыдущему $ цвяые коэффищенты; если э5 это 
часзное нотаюичь вывето. х цилое число, то получииь въ результат 
зотазкн опихь дфлое число; зетавиме же 351, что ие предехавяяеть 
хиканихь затруднен: результать 
ДЕ 
—., 


=1—в 
а саЗдовательно, и отличаюнийся отгъ иего. знаком: 


КИ 

а-==) 
должень быть цфлымь чибхомь, СОлёдовательно, мн должны модвер- 
тнуть испытанию только твхъ изъ. дФлителей нозффишента а», лежа- 
щих можду прекфлаки положительныхь и предфлами отрицалельныхь 


хорией; которые удовлетворяют». обоийъ  условямы: 


ЕО. а = пл. чилу; НР. == цфя, числу. {3) 


— 8 — 


ели ваной-нибудь дЪлитель @ коэффищента а», удовлетворяющий 
этимь усломямь, удовлелворяють везыь ублощяие предыдущего 8, го 
онъ будегь зормемь даннато уравныя, и мы будемь имиь коэффи- 
Щенты %, 6, ба,.....Вн-в, бз-а чаетнато оть дзлешя {(2) на са, 
перемнивь знаки у получаемыхь при испытали еро, #, частных, 
как то видно изь формуль (3) пред. $. Всяый другой корень урав- 
некя (1) будехь удовлетворять уразненио: 


{4) == ыа---. -аж--ь-1=0, 


канъ то видно изь $8 67 и 68; мы испытываомх точно таюже не бу- 
деть ли ему удовлетворять тоже чнело в, для чего опять его пожвер- 
гаемь испытанию, указапному въ 8 74, взявь въ (8) этого $74 вибото 
ва, 1... ... бал Уже козффищелты 50, й,.....б.-1; ееи вофих экимъ 
усломямь & удовлетворяеть, хо @ будеть удозлетворяжь уравщенно (4), 
& стало быть будегь по крайней мёрЪ двухратнымь корнемь уразне- 
ня (1). Перомфинвь у получаемыхь при этихь испытащияхь частных 
знаИИ ва противные будемъ ны козффищонты 0, @,.....ба-в Чао 
зато огь дблея дб 1-2 -|-.,... На: на аа. 
Заафиь точно также испытываем не будеть ли @ корнемв и тг 
частнаго и т. д. ели оказетел, что вакому-либо уеловю изь (8) $74 
« не удовлетворясть, нашр. получается какое-либо хробное частное, иля 
хол они лоб лёлыя, но поелбдтее не ==--а, то такое @ отбрием- 
заемь, ибо оно не будеть кориеме, и затфиь испытываешь другой х}- 
хитель а», напр. @, который уховлетвориеть усдомямъ (3). При этом 
можно выёото коэффищентовь даннато уравнени таять коэффищены 
послёкляо частнато, по огношонно. поторато выдержаль ноцитане д}- 
дитель & ‘послёднято козффищента а„ даннаго уравненя, потому что 
линейный множитель »— @, отвчающий другому норню, @, дениато 
уравнены, будетъ, кежь то видно изъ $ 67, дВлизелемь этого часлнехо. 


76. Пояенимъ изложенное на иримзрЪ, заимотвованномь изь „008 
ФАеьЬге Зиременг" рах Зегееё, Мусть дано уравнеше: 


[63] 28 — 844-207 |-2185-—- 300==0; 


по вловобамь Главы УП, мы найдем, что положижельные корни ото 
заключаются между 1 м 6; отрицательные между —-1 и —-7. Равлагая 
@„=300 на мложители, найдем: 

800==22.8,52; 
эхо число имбезу вого (2-1) (1-1) (2-1) =18 дФдихекей, изь нихь 
должкло выбрать лежеще между Тиби —Ги —7, сябдовательно, 
савлующе! 


50, == 
252; 258 


; 


Нодетаваяя --1 и —1 въ первую частт, нзлкего уравнент, получнзес: 
= 92=--23.28, 
= 450 =-—2.3°, 53, 

Изь остальннхь чиеоть мы доляюит поднергнуть нопяташйо только 


ть, которыя, будучи уменьшены, на единицу длить 92 безь остатка, 
& увеличены. 450. Таковы 


2, ибо -|-2— че; -Еа-Е 
„ 1; 5-1 
‚8—1 4; 81—28; 


числа же 1, 4 и --4 суть дВлители 92, а чиела 3, 6, —3 дблитеди 
450; проще же должны быть отброшены, ибо; 


2 даеть —2—1 3; 2--1=—1; 
5, 5—1=—6; 5-1 4; 
58 „оз; ата 
6, 6—1 7; вт 5; 


ЕО 92 не дфлинол на 3, 6, 7, а 450 на 4. Итакъ намь нужко иепы- 
тать только дфлителей -|--2, би — 3, 


Дфлимъь — 800 на 2, получаемь — 150; 
придаемь чаетное нъ -|- 212, получаемь -- 62; 
двлимь ца 9, получаемь -- 81; 

придавмъ къ --29, получаенъ -|- 60; 

длимь на 2, получавиь —- 80; 

придаемь къ —84, получаёмь —4; 

дВлимъ на 2, получаень —2, 

придаемъ къ 0, получаем — 2} 

дфлииь на 2, получаем —1, 


что равно и противоположно козффищенту иерзато члена; слфдова- 
тельно, --2 есть корень. Освобождяя отъ него уралнене (1) двявыемъ 
на 4—2, получимь уразнене, вотораго коэффищенты будуть равны 
и противоположны полученнымь частянось, олбдозательно, это освобол- 
денное отъ корня {--2)‘уравнен будеть: 
д -- 228 — 304—818 --160=0. С) 
Иетитываемь не будеть ли --2 тавже коркемь и этого уразнены, 
для чего опахь дёлимь --150 яв --2; получаемь -|--75; придавъ его 
къ — 31, дёлимъ результать на 2, получаемь --22; придавь ---22 
в5 — 30, двлимъ результать на 2, получавмь — 4; ирядавв —4 къ 
-- 2, дзлимв резульныть на’ 2, получаемъ —1; это разно и прозиво- 
положно коэффишенту первато члена. слбдовалельно, --2 будегь кор- 
немъ уравиеня (2) и слбдовательно по крайней мёрф двукретяыяъ 


— 88 — 


даннаго. Уравпене (2) по освобождещи отъ поркя --2 дфлешемвь на 
2—2 обратится въ слёдующее: 

23-|- 45° —22%—175=0. (3) 

Испытываемь ис будеть ли --2 корнемь и этого уравнешя; по 75 

не дёхитен на 2; сльдовательно, |2 не будеть уже его корнем, а 

ю1ом7 будеть только двукратрыхь корнемь даннаго. Испытываень 

повтому --5, ДФлимъ — 75 на 5, получим» — 16; придазь къ — 29, 


87 2 
двлимл результать на 5; получки 5 =-Тъ, т.е. дробное чи- 


вело; слфи. --5 но будеть корцемъ уравнены (3), а ся®долательно и 
даннаго. Испытаемр иовтому число —3: дёлимь — 75 ва — 3, полу- 
чаемъ -|-25; придать къ —22, длимь результатв на —3, получазиь 
—1; придан жь --4, дёлимъ результись на — 3, иолучаемт — 1, что 
равно и противоположно коэффищенту послВднаго члена; слЗдователь- 
по, —В есть корель уравнешя (3), а елбдолательно и (1). По освобож- 
ден оть него уравнеше (3) обрахитея въ такое: 
2--в— 25 =0,; 

такъ кашь — 95 не дЪлился на — 8, то —8 ие будеть ето корпомеь, 
и сл»довательно уравношя (1) это простой корень. 


Дайетви предыдущёх располагоютея обыкновенно тали: пишемт дан- 
ое уравиев® 


28 — 3458 2941.-|--212 2 — 800 =0; 
эго кооффищенье 1 0. —84. --20 --212 — —800 


—2 580 Зы —10 +2 
частныя: - 150 корещь 
мфилеюь зпази: — 31 +150 

+5 +2 


Е 28 -- 75| опа коредь 


Частныя;: реп 
—122 — т 


ифиломъ внахи: 


--5 
частных: не корень 
слиеываежь опять т пр” 
же козффищенты: 1 +4 — 2 Ш 3 


явотиыи: 1 т 55| хоро. 


Примфры для упражнен!й: 


1) а В И —82--12=0; 
-- 2 двукрагиый корень; — 3 просхой. 
3) ай — 12284 311-320 — 1050; 
—2, —2, —8 простые корни. 
8} 2—2 — 2548 -|--48*-- 795 -—90 


корни --1, 8, — 


77. Задала о розыскави дробныхь воивмёримыхь корней уравиевя 
сводитея на розыскане пфлыхь корней. Но прежде, чЪмъ показать, 
какъ это двлаетея, мы докажемь, что уравнен!в св излыми коэф- 
фишентами, первый изъ воторыхъ (т. е. при наивыещей отвцени 2) 
равенъ единиц, не можеть имЪть дробных. соизыфримыхь 
корней. 


Вв вамомьъ дфлй, пусть р вет дробный ворень уравнения: 


ад ны ат ал... Ратио, (0 


ъ5 которомъ @1, бе,...@р-ь @» буть пфлыя числа. Дробь 8 мы воегда 
можежь предположить несократимою. Подетавляя 8 - ‘выбето 2, по о- 


нато о хори®, будешь имфть тождество: 


еее но, 


а в 


отвуда вышедемьъ другое, перенося веб члены, за исвлючешемь лерваго, 
въ другую часть и уиножая зачфих 06 на @”—1, именно: 


„1 ‚8. 3 дн-8 ,- 2 —\ 
Ра — вай" — ев" — 1. ана 


но 910 невозможно: первая часть есть несократимая дробь, ибо такова 


дробь 8. зторая же есть цёлое число; ‘очеюда я слёдуеть наше 


, 
предложене. 


Уравнен!я же, инфющ1я цфлые коэффищенты, изъ кохорыхь 
первый боле единицы, могутъ имЪть дробные ворни, и имен- 
но тав1е, знаменатели которыхъ суть хфлители коэзффилента 
при наивыстей степени 2, (4), 


Дия доказательства стоить только показать, 310 вояхое уравнене лида: 


ао а - 1 - ра --,....Знаныя + и =0, (2) 


— 90 -- 


в5 которомь & не==1, можеть бить иреобразовано въ тахое, вт ко- 
торовиь этоть коэффищенть будеть единица *). ДЁйотвительно, поло- 
жив въ уравнены (2): 


(3) 
и затЪиь результать вотавни умноживь нА "1, получимь; 
(4) уу Назщоу"й--авбазу"8--... Е ан лад Ву аывуи 1 =50 


уравиенто, которое изъ соизиёримыхъ зналенй у можеть, по сейчаеь дока- 
занному, удозлетворятьен только цёлыми: подставляя таловыя, если они 
есть, въ (8), найдемь оттуда значеши дли 2, козорыя вообще бтдугь 
дробныя, зпаменалели зоторихь мотугь быть или до или ето дфлители, 


вели дробь + сокращается. Воли ля у получаются значеня, дфля- 
Н 

иуяся безь остатка на ао, то для ю получатея квлыл чиела. 
Предыдущее доказалельство содержниь въ себ% и способь отыеканыт 

дробныхь соизмфримыхь корней даннахо уравнеюя: мадобло сперва 

преобразовать данное уравнеше (2) съ помошио подстановки (8) въ 

равное (4) и затъмъ, отыекавъ вез цфлые корни этого уравнешя по 

сновобу 8 76, ветавихь дхь поочерещно 35 формулу (3) и произвести, 


: . 4 
вели можно, сокращен ‘имфющихь получиньея дробей 3: эти зыаче- 
° 


ны 2 и будуть соизызримыми корнями даннаго уравнения, ‘Галь; пай 


домт, что уразнене: 


646 — 7 — 2841 2—2 --205—8==0 


имветь слздующе соизи®римые корни: 
у р 


1 
е-- = =: 
Ну’ {у =2, 
Но освобождещи отъ нихъ данное уравнеле ириведется къ такому: 
#--#--1=0, 
которахо ворин, комплексные, намь уже узв\етны. 

Изь этихь примйровь видно, кавь важно умфть находить соизыфри- 
мые корми: по освобождении оть нижь степень уразнешя понижает. 
Другой обий случай, когда, стенень уравнения можезь быть понижена — 
Это когда оно иметь равные корки, какь о томь было уже предва- 


рено эъ 8 68. Вопрову о равинхь корцяхь посвящения будеть схёдую- 


щая тлаа. 


я) МЫ вто уме. зидёли на урарнешнкь 8-Й и 4-Й отецеви зь Глаз ИУ. 


ТЛАВА УТ 
Опредвнене равныхъ корней. 


78, Если уравнене 
По = ааа... ааа (1) 


имфеть кратные корни, то первая часть его можеть быть приведена 
35 таному виду: 


Па = ар аа... ту, (2) 


тв --...:, ==. 


Вовьмемь произвохную огь первой части уравиемя (1), предоло-. 
иль ее представленною въ вид (2); по лралнхламъ 8 61 (похогрочное 
прим чан) мы должиы взять производную оть каждато иножителя и 
поОНпожЖитЬ ‘68 на произведене' вофхь остальныхь множителей, и залёи» 
сложить вс№ ташя произледени; производная (-—-24)”; получится канф 
производная оть стешени и будете =чи:(2—2:)"1—1*); позому эта. про- 
изводная отв /(2) будеть: 


вы 


причемъ 


Пат а ев... @— ут 
+ тоао (в — а) (и — 9)... @—аА-- 
еее + 
ооо — ое... вау 
или, взять общато ынонителя зеёхь членовь за скобки: 
По = ам аут"... ву Х 
Жим)... (ва) те мет) еж) Енг. 


те — м) (#—)..... #—-). 


#) ДЬйстьительно: (2-Е — др о п-т а -- уг завны оъ лно- 
жчыв стеленлми й;, отеюда. 
е--А-—арм -еа т 


и-1. 


прех. =, 2)’ 


— 9 — 


Выражане въ скобках { } хе обращаетен въ нуль ни для вотораго 
я3Ъ м, 2,..... 2,, ибо для каждаго изь нихъь оф члены, 38 исиию- 
ченюмъ одпого, обращаются въ нуль. 


Отеюда сибкуеть, что иножитель предь скобками будегь общимъ 
наибольшимъ дёлителемь /(2) и (=), фунвщи, состарляюлщей первую 
чвоть даннато уразнеши, и ел производной. Обозначая общахо нанболь“ 
шаго дфлителя количесляь А в В знакомь: 


ра, в, 
мы будемь инфть: 


® Ро, Ро ое пу ав 


т. в. общ наибольший д®литель функц! и, составляющей первую 
часть деннаго уравнения, и ея проязлодпой, состоить изъ произ- 
зедешя воёхь кратныхь линейнихь множителей ея, возвы- 
зшенныхь въ степени соотв т6твенно па одиницу низя тёхъ, 
въ когорыхь эти множители входять въ саму фуницио. 


тет 


/ и = 
ее, 


Изв этой теоремы вытенають ©особъ для узнанр, имфетъ ли данное 
уравнене кратные корни яли нить: стоить только отыскать общаго 
наибольшаго дВличеля между функтаей, предотавалюнхей первую часит, 
даннаго уразненя, и.ся производной: если опъ будет постоянное ко- 
личестно, то отсюда занлючимъ, что данное уравневе ие инфеть прат- 
яыхъ корней, ибо 2[/(4), (#)] будеть релень постояхной, — какъ то 
видно изъ (3)— лишь когда 9 ==1, ин ==1..... т) ==1, т. е. когда 
30% множители проохые. Коли же онь будеть. изкоторал фупюща 2, то 
Это будеть. знахомъ 10х0, что данное уравнене иметь простые корпи, 
и, тогда имв можно будеть воспользоваться для приведеня халяало 
ураввешя къ нфоколькимь уравнешяиь слеленей низигихь, накь то 
будеть показано въ олфдующемь $. 


79. Означинь чрез Х; произведен веёхь простить (однокралянхть) 
мпожителей иервой части {(2) даниато уравнения: 


9) о=ил ара... Рали-На.==0, 


чрезь Х» пройвведеше вефхь дтукратюнхь, вздтыхь кажный одинъ 
разь, чрезъ Х, произведенще войхь тройныхь, ззатыхь одинь разъ, и 
т. д. вавонець, чрезь Х„ произпедене вефхъ и-кратныхь, тоже ззл- 
тыхь каждый множитель одивь разь, такъ что будеть; 


©) К-Ж. ЖИ... Х,". 
Заеь ХЬ, Хы, Хь,... Хь будуть, слбдовательно, полипомы степеней 
8) В Ви Ьь, 
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если уралненю (1) иидеть М простыхъ корней, № двойныхь, д; трой- 
нЫхЪ,......й» Инкратныхь, прятомъ, очевидно, будеть: 


а -Езь-... риа. @) 


Напр., если дано уравнене: 


д-ра Тай 5-58 Таб 18 ай —14 98-10 —6-2=0, (а) 


зоторое по разложешя первой части его на вещественные множители 
лерзой и второй стелени ташь представител: 


@-УУЗе--УУЗ УЗ ен, 
то будет: 


Жи —2-=—УУ)е-+-УУ)&—УУЭе-УЭ, 


Хай --1=и— 9-9, 


№22, в =1. 


Можеть случиться, что какой-нибудь кратности корней уравценю не 
иметь, но имфеть корни выешихь кратностей; накр, ели уравнене 
не имфеть корней 4-ой кратноети, 5-ой кратиости, & 6-ой имфеть; то 
въ втомк случай №: ==0, %==0, и Х, и Х будуть поотоянныя числа. 
Напр. если дано уравнене, первую часть которато пишемь разложен- 
ною на множители: 


(заре 9 ==0; (5) 

В этомь случа 
8 — 32-3 = (—1)@—9), __ в =2; 
Ха ( ЕЕНУ. (, ==), В =2; 
Ж=ь р в=0; 
Жи ф9=(@—3)е-Э; &—2; 


это уравненце (5) ке имфеть тройныхь корней, шо инфеть четверные. 


По доказанному въ предыдущемь $ обиЙ наибольшй хжлитедь пер- 
зой части уравнены #(2) и вя производной (а), т. в. ОД), 
будеть содержать возкь линейныхь иножителей /(2) въ стеленяхь на 
едяниду меньиихь противъ тфхь, ль кохихь они вхоййь въ составу { (2); 
слфдовательно, будемъ имфть: 


ООО О (5) 


— 94 - 


эче фуньщя; имВя пралиыхь множителей, по той же теорем еъ свой 
производной [1(2) будеть имфть общимь наибольптимт дфлителеме 
функцию 

(6) РИ), Ри ХЬ Хе..." =. 


Этнь со слоей производной будеть имёть общато паибольшато дфлителя 
(1) Ьв@) ух, (). 

Продолжая эти разсуждевл придеиь, налонедь, въ функийи: 
8) 1 ХХ, 


зоторая со своей производной будетт имфть общаго наибольшато дф- 
дителя: 


(9) РИ), Ро Х, 1,1) 


и будеть предетавлять фунвцю, которая со слоею производной будеть 
имфть общимъ наибольшимь дфлитележь одиницу: 


(10) . Ра, ета, ®. 


Текерь будемь х}лить даждую фуницио па ея общаро изибольшато 
длителя съ ея производной, назиная съ самой 7(2); получимь закой 
рядь фузющй: 


(1) РО ЖЖ. ЖЖ х, 9 
3) О 
(13) 8 =5.Х......Х..Х, 9) 

(4) =Х,..Х,=9„.9 

5) Х,=9, 8, 


Если хахой-либудь Х, приводится въ постолиной, то узо обиаружитея 
изв того, что функщм 9(2). и 9,.(=) будуть одинаковых, сели не счи- 
тель постоянийрозиножителя; папр. если Хз == иост., то Фа) и 9) 
будуть ‘отличаа хольно. этим постолинииь ‘иножителему, Поли в 
Хил — поотОЯннОН, то и 9: будуть озличиьел оть предыдущихь 
$; и Фа побоннныме ипожителемь: Дфлиит теперь каждую изъ 


функ $2) ва сябдующую за нею: 9, ны; мы полутимь такой 
рядь функций: 


9 т, аз) 
къ которимь присоединяемъ поелфупюю: 
9. =Х,: (20) 


приравнивая нулю важдое изъ этихъ частныхь, будемь имбуь так 
уразненя: для опредфленя веЪхьъ проетыхь корней дачнаго уравнешя; 


ХХ =0, 
зовхь хвойныхь: 
№ = 
вовхь тройныхь: 
- Х.=0, 
ит. д, и наконець м-хратныхь: 
Х,=0. 


Текнмъ обраломъ, въ случа кратныхь корней, р№шене данкаго 
уразнетя елодитея на раненще рада уразнойй стелерей визшихь, изъ 
хоторыхъ каждое служить для опред®лешя корцей олинакорой крат- 
ности. Если какой-либо кразтноети корней уравненю не янфеть; то это 
обнаружитея ‘изв того, что соотвфлотвениыя чаотныя поелёиняго ряда 
(16)—(20) окажутея постоянными. Для случая 


Кое —1 


инфемть 
В =@--1) #1 
в = (@—1 . 
в@)-1; 
олфдовательно 
9—3) (е—1; 
= Не —1; 
т} =в-—1; 
и нотому 
Х-=2—2; 
ат; 


ХЖ-=в—1. 
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Тахимь образомъ корня дакнаго уравнешя найдутсн: простые изъ 
‘уравненыг: 


двойные изъ уравненя: 


зройные изъ уравненл: 


Дия другого примфра, имфемь: 
По) == (ай — Ва 2) ай а -Е т 9) =0; 


здфеБ 
Веера 1—9, 
(и — 9), 
#—9, 
Вы =т; 
далфе: 


фа Ви Рай 9), 
ф®=@ +09), 

фа) = = —9, 

фыя) = #—9; 


х олфдовательно 


Х == — 38-2 


ааа 
Ха ==1 
Ж=я—9. 


Для Х, получили постоянную: 1; отеюда заключаемь, что. данное 
уравнене не имфоть тройньскь корней; изъ ‘прочиху найдутеяг иро- 
етые изь уравнения: 

2 -— За? -=0; 
жа 1==0; 


я—9==0. 


двойные изъ ураввеня: 


четверные изв уравнены 


Предыдуие прямфры были выбраны съ дфлью доясненя прикзхыхь 
нами зивкоположев и хода вычиодешй; теперь раздфиаемь настояний 
примрь, опуская лить дЪйсзиш, ивобходимыя для отыенышя общаго 
заибольшато дфлитоля, предоставляя пыполвите ихь самому зихалелю. 


80. Примёрь. Пусть дано уравнеше: 
28 — Ва -|- 408 — 4-34-10; 
а = Ва 4 Чи 1, 


би 85-8; 


здВеь 


слБдовалельно 
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общий наибольший хвлитель этихь фунцЙ: 
Р®, Рада — аа -1-==д(@); 


р -=22—9; 


Е 
отоюда 
облий наибольний ц®литель 
РВ®, Геи 1-6); 
лак вакъ {5 (#)==1, то 
р рт А) 

я эта операшя зхфеь оканчивается. ДЪлимь тешерь /(2) на /(®), 
получаемь: ° 
Ка: п = е и —1==9(); 

длимь /(я) на /2(х), получаень: 
Ао: рф =е-1=9); 
дёлимь (2) на (=) =1, получаемъ: 
БФ: в =—1. 


Дёлимъ теперь каждое ф на послбдующее: 


$1 (®) 
(+) 
Фа(#) === — 1= Хь; 


—=1==Х; 


отеюда занлючаемь, что наше уравнеше ижфеть проотые корни, опре- 


дВляеные уравнеемь 
ХХ = --1=0, 


и тройные, опредфляемые уравкенемъ: 
ХЖ=Е —1==0, 
двойныхь же. не иметь, ибо Х,=1. Итавъ 
Кое —1=0, 
что не трудно повфритл. 
Еще примфры для упражнение 
1) 2'—712-16#—12=0 
Е] 
2) 23—в— зу; =0 


Тизонинорищийй, Вношия Алеббрв: 
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3) ити 

4) 2*— 728 -|-13ая-Р 3-18 =0 
5) я -- 182 -|- 887 -- 312-|- 10==0 
8) 24 — 1228-|- 1948 —6#--9=0 
7) За 4-18 РИ —2=0 
8) 28—21 — 648-40 --182--6==0 


9) або ВАА тар ва во = (в 1) (и 3). 
10) о 57 — Ва — бд -- лай 92 — 20° —4а--8=0= 
(#2) (#1) ев 1. 
Наконец, иредиатаемь читателю, раскрызь въ примврахъ $ 79 


скобки, примёнить ко полученнымь такимь образомъ фуккщямь изло- 
женный епособт опредфлещя кратныхь корней. 


Еще ирнийры: а) показать, что двучлениое уравнон® не имфоть прал- 
ныхь корней; №) найтн услоше, ири воторомъ уразнене 2*-+-р9--9 
имфеть два равныхь корня; с) тоже для тразненя 2 -аз®-фа?--ел-Нд-=0: 


ТЛАВА УП, 


О вещеетвенныхъ корняхъ и ихъ предёлахъ. 


31. Цереходимь теперь къ способажь опредфлевя вещественных. 
хорлей даннаго уравиевя, которато козффищенты предположиыь веще- 
етвенными, на томъ основав, что въ случа% мнимых хоэффишентовь, 
задача объ отыекажи пещественлихь зорней уразнешя 


[@) =0 [65 


<водител на ту же объ отыекалии зещеетвенныхь корпей уравнейл сь 
зеществепными коэффищентами; дЁНотвилельно, зв случа инимыхь 
коэффитентовъ, они бухуть вида а-- $ и наше уравиене приметь, 


такой нид: 
ФН) =0, (2) 


тАЪ (0) и %(2) обозначают полиномы съ веществеяными воэффищен- 
тами; тодйе поликомы для х вежественкато будуть тоже велественные, 
а потому уравнеше (2) возможно будеть въ такомъ случа, лишь ког 
да отя®лЕНО 
9—0] 8 
ф(®) —0 ы 


для одного и того же значея 2. Слиовательно, въ этомъ случай 
вещественные корни уравневя (2) будуть общие корни уразневй (3). 
Чтобы ихъ найти надобно найти общего наибольшаго дёлителя ф(2) 
я %(2) и приревкать его нулю: 


РФ) -=0; . {4) 


310 и будеть уравневе, вотораго вещественные кори будуть веще- 
ственимхи корпями даниато уравненёя. ДЬйствительно, если для х==а. 
имфемь заразь 

9@=0 
я 

+(@) =0, 
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10 #— а будеть общимъ двлителемъ поливомозь 9(л) и %(2). Коля 
бы было 

(5) В[е(®) о] == дост. 

то вто значило бы, что даннов уравнение (2) не имфотъ вещественныхт 
хорьей. — Здфеь мы имфемь ковый влучай пониженя степени ураз- 


вешя: если: 
20:9. в] =, 


® д: Р.Ф] т, 
то уравнене (2) распадается на тазюя две: 

о) Р[о@®), о] =0, 

(7) фар =0, 


изь которыхь первое даеть воф дёйствительные корни халного урав- 
лени, вторёо же имфеть только номилекеные, Понятно, что комплекс“ 
ние кори ф. буде они ‘есть, будуть тоже корками даннато уравценьт, 
Притомв вов корни уравневя: (2). мы похучимв, ‘отмохазь во корни 
уравнений (4) и (7), ибо первая чаеть (2) ев произведене порвыхъ 
частей (4) м (7). 

82. Задача-объ отыскали веществеппыхь корней уравценыт съ воще- 
ственными козффишентами распадаетсл на дв: на 1) отдВлен!е вор 
ней, и ид 2)’ вычиблен!е корней. ОтдАлить хоремь зизхить пайти 
таня два числа, иожду хогорыми заключансн бы только одийь этот 
корень данпато уразлещя, и пе заключалось бы другихъ. Тая два 
числа, между. которыми. заключасноя только одишь пороць дапнато 
уравневя и не завлючаетея другихь корней того же уравневя, лазы- 
заютсл. предЪхами этого корня, или, чочифе, частинии предбламя 
этого корня. Общими предВлами вефхь порлей далихаго: уравненя 
завышалчся халыя два числа, между ‘кохорыми зазлючалются вов лене- 
ствениме корни даннато уравнены, кашь положительные, такь и отри- 
цатольные; кром® того, поль общими предзлами положительных у 
корней разумфютт ‘два’ положителцымя числе, между которыки заклю- 
чаютея ‘во положательные корки ‘даннаго уравлени; подъ общими 
предфяами огрицалельныхь хофной далнаго уразнолия разум от, 
два отрицательных числа, между хоторыни заключалотся вез отрица“ 
тельные хорши даннато уролнеши, 


88. Если зогарлия №5 торвую чветь дащнато урилешя 
(1) . К) ==0. 
два числа ‘а н $, изь ноторыхь 
[2 &<5, 


— 1 — 


мы получииь два результата 
Ка и Го 


&ъь противными знапами, то уравнене (1) будеть имфть по крайней 
м#рф одияъ корень между‘а и &, вообще лечетное число корней; 
если же получателя результаты еъ одинаковыми знаками, хо уравнене 
можеть вовее не имфть корней; или же будеть имфть четное чиоло 
ихь. Дъйосвительно, план функция {(%), какь непрерывная для вефхь 
конечныхь значеый =, можеть мфнлть свой внажъ только обралталеь 
зъ нуль; если /(а) я В) ныфють противные зпажи, то при переход х 
оть а до Ь фунещя мфияла свой знаюъ нечетное число разь, если же 
(а) и Г®) яибють одинавовые знаки, то при переход? 2.отъ а дов 
функдя или вовсе пе ифняха знака, или же кфнила четкое число разъ; 
олфдовательно, въ первозь случа она уничтожалась нечетное чиело 
раз, зо второмь четное (0 причиеляетея къ четимм» числам). 


Олвдетьв Т. Уравнене 


Ее) = ва" а -- Рада -раь-=0, 


въ которомъ а, положительное количество, & д» отряцательное, поела 
ниифеть положительный корень. 


ДАйствительно, мы видВни, 8$ 56 и 56, что ввегка можно кайти 
этоль большое значение ш (пусть 5), что’ ревультать подстановки. вм%- 
$то 2 этого и воякато большаго числа, будеть инфть зназъ одинаховый 
00 знакомъ первато члена полинома {(2), т.е. а02”", который будеть 
положительный при д2> 0; св другой. етороты для е==0, /(2) приво- 


дитя кБ ан: 
- ‚ Ю=ы; 
. 


но а, < 0; такимъ образомъ, мы имемв для 7(2) дза резульхвля съ 
противными знаками: 


10 <0 и 70>0; 


злёдовательно, уразнеше /(2) =0-имфеть но крайней ифрВ одинъ ко- 
рень межу предвяйми 0 и 5, т.е положительный: Озоюда вычекалоть 
акыг. олбдетвля: 


1. Уравнеше нечетной стелени имфетх корень, противный знаку 
послёднято члефа ‘а, т. в. полошительный, вели а, «0, капъ только 
что видфли, и отрицательный, если а» > 0. ДЫйствительно, вв посдд- 
кемф случа слоите только положить д ==-2у “5 данномь уравяещи 
[%)==0, и получеккое уравненю /(—у)==0 умножить на. -— 1; посл 
\торо` во ‘члены св нечетными стененнии ` неизвогной вернуть свой 
прелзый зналь, тогда какъ члены св-четными стеценями, & слова» 
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тельно и послбдыйй, сохраннвиие его посл пережёны д па -—9, теперь, 
его персмфнять па противный; слЪдовалельно, вывело и, будеть —4ь; 
елёдовательно, если а, было >0, то теперь поеяфдшй члевь будеть 
отрипаленоный, текь что уравненю /(—5)==0 будетл имфть одинъ. 
полотичелитый корень, и слздовательно уравневе {(2) == 0 — отрица- 
тельный, ” 

14. Уравнене четной стопени, послфде! члешь воторато отрица- 
тельный, будеть имфть по крайней мёр одинъ положительный и один 
оприцательний корепь: дЪйотвительно, перезфна, 2 па —у ке изифнить. 
знала ни перзаго, ни послфдняго членовъ урарненя; а отеюда по сяЪя- 
ево Ги вытераетъ сказанное. 

$4. Утазать съ точноснью сколько’ далтное уравнеше инфетв положи- 
тольшихь корпей, м сколько отрицательныхт, на, осполали одиого внда 
уразнов Алгебри, ие даеть среденеь; она можету только по теорем 
Декарта указать нажвыепий нредфль исла положительныхь корней, в, 
тазке и числа отрипалельныхь; 1. е. указать ие боле. казото чиела 
далное уравнеше можеть имфть положительныхь ворней, не бояфе 
полого огризатольныхт,. 

Прожде чвыт дахь и доказать эту теорему, кеобходимо объяечить 
одихл. термине, хоторый не разъ еде намт придетея употробхяиь, Поли 
мы ныфемь рядъ количесгвь съ какими угодно знаками, то два ри- 
дом» стояпул количества предетавяяюта поетолнетво инана, кода 
ихь знаки одиныйе, и перемфиу, когда. ихф знали. разпые, Напр. 
зъ нолином: 

27—30 --В 58 -|- ба Тай — 2-1 


мы ямфемь перемфны: оть перзаго члена ко второму, оть зторого въ 
третьему, оть четвортаго в, пятому м отр шестого въ седьмому; по- 
столнетво предетавлиють члены: тромй и четвертый, патый м зиветой, 
содьой и восумой. 


Теорема Дежарта. Число положичельныхь порней далнаго уравно- 
на ов веществехоными коэффиллелтеми, не можеть быть болво коли. 
переифиъ зпажовь, пуедетавияемыхь его коэффишентами; число отри- 
цалельныхи, корпей даннато ‘уравиешя но можеть быть болфе числа 
перемнь знаковь, представляемых козффицентеми уравнои, полу- 
чаемаго’ изъ даннаго трезь иреобразовае ев номощью подетановки 
--у выБото . 

Вторая половина теоремы очевидна, бели довазана. булеть перлая, 
ибо отрицалольтымь корпямь. дечнато  уравноти. отвфчають положи 
хельшие преобразованнаго и наобороть ихажь намь остаетол. только! 
доказалю морвую иоловыку хеоремы. 
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Полиномь, котораго во козффищенен положительные, очевидно, не 
можеть вовсе имир пололительныхь корней; въ еамомь дфлЬ, гв этомъ 
случа, по’ вставь вифото д положительнаго чиела, мы будемь имфть 
сумму положитольныхь члоновь, которые не мотуть, слёковательно, 
вократиться между собою. Пусть (=) означаеть такой полипомъ. По- 
уножимь его на х—@, гдф &>0; ва ироизведещи 


$ (2) = @—Ф@®), а} 


первый членъ будеть положительный, послёдн! члень будеть отрица- 
тельный: дфйствительно, они не будуть имЪть себф оходетвенныхь; 
первый будеть положительный, кавь произведое положительнаюо чле- 
=8 съ наивысшею степенью х въ $(2) на положительный 2; поелбдий 
отрицательный, о кажь прояззедене положительнато члена [послЗдняго 
ВЪ-ф(2)] на отрицательный — с. Что ие касается ереднихь членоль, 
со они, получаяеь офь сложешя двухь чиеновр, изъ потофыхь’ одинъ 
положительный, в другой отрицательный, мотутъ хать в6 сумм или 
положительное или отрицательное Число. такт. въ произвелени (1} 
первый член» булеть положикельный, послбдий осрицателиний, срех- 
ню же могуть быть или съ тфмь ижи © другимь знакомъ. Такныь 
образом», въ то времл, какъ Ф(=) предотавляла лишь поетоянетва, зна- 
ковъ, (2) будеть предотавлять и персмны к притом нечетное 
число ихь (в5 случа чето числа перёжьнь знаков посддияьо члена 
быль бы одинаков. съ перзымь). Тавимъ. образомь, вв случав одного 
положнчельнаго корня, теорема Декарта оправдывиетея. Прехположимь 
сеперг, что въ уразнеши 


Фа) =0 


полипомь Ф(л) еосхоить изъ членовь ев разными знаками. Предноложивь 
$ (2) расположенною, накъ это’ веегда длаотся, по убызалощимт показале- 
лам д, мы можемв тлены сгрупиирювать таким'ь образов: 


Фа = Ри — 9 --В — 9%... В — в =0, (2) 


тв Р(х) и 0) о значнамн означають полиномы, ‘лолучаемые оть 
зосдиноны рядомь отоящихь членовъ одиназоваго знака, причемь об- 
ще знаки оихъ выведены нами за скобки, слёдозатольно и полиномы 
0(®) ‘имъють вой коэффищенты положительные; послвдяй изъ нихъ 
9) будеть нулень, когда в5`[7(2) послбдне члены ‘положительные, 
Пожножимъ тепбрь (2) на +— а: въ произведеши, как Р(т) па #9, 
хакь и О(®) (ТАБ $=1,2,.....9): появится нечетное чноло переювит: 
2%,--1, 24-Е 1, вавъ мы сойчасв зидфли; но поолфиный члень 
`Р(#).(в— в) будеть, накъ иротивный мо’ знаку. первому члвиу. этого 
произведешя, имёть зножъ одинаый 60 ‘знакомь первато члена 26 
—9 2) («—а); хаклиь- же образом посл да члешь— 041) (#-—а) будеть, 


— 10% — 


имть знажь одинаый со знакомъ перваго члена въ Р, на) и—&®, и 
это для воякаго #; слбдовалельно, послёдий членъ каждело тавого 
произведезя перейдеть вт, слёдующую за нимъ труппу (0,, соотв®т- 
ственно Р, на} я зольно посиди члень 0 (2) (или № (2), вели © (2) = 0) 
но присоединител ки въ хоторой изь групиъ имфющихся, а составить 
самъ новую групиу. Такимь образомь Число переюиъ въ $(2} (2 —®) 
будеть больше чнола леремВнъ въ Ф(2) на: 


ыы аь-Н..... На, 1= 
=2(а-а-ь-ь-.... ВН -1, 


г. в. нь иечетное число. 


Такимъ образомъ мы убфдились, что умножене какого-либо полинома 
на х—@, г @а>0, изыЗняеть число перемёнъ его ва нечетнов число: 
Пусть чеперь 


Ка) == ай -|- пе... „ЗН аае- а == 


данное уравнеее, ф(7) произведене вефхь множителей цервой сгошени 
отафчающихь хомиленеными, или отрицательных корлямь, & @1, ба... бы 
его положительные хорни, слбдовалельно, будеть 


Из) =9(@)(@—4).....(в— 6). 


Полиномъь (2) будеть имфть четное число перемвиъ: дЪйствительно, 
отв будехь состоять изъ. произведошя чденовъ вида 


фу, 


которое будеть всегда имфть четное число перемфиъ, нбо послйдлН 
чнент произведоя двухъ тазихь выражешй будогь ныфеь положи- 
тельный Знавь, ваюБ и первый, умножениаго на произведена ножи“ 
телей вида #-|- В, въ которомь @ > 0, которое состомеь вее изъ иоло- 
жмуельныхь членов: влЪловалельно, опять первый и побибигий членъ 
ироизвелешя будуть. положительные; сявдовательно, число перемфн» 
вь Ф(т) восгдь четное. Помножая $(2) на 2—&, мы измфциму число 
перемзию ‘на нечетиое число, умножая полученный результаль на 2-— ва, 
мы изыфними чиело перем нь оплть па иечетное число и т. д. пако- 
вопь, номножая послёлязИ полученный результать на 2-- ан, мы из 
кВиим® во посифдийЕ разъ число перенфиь на нечетное число, Тадиме 
образемь, озналая чрезъ 3% чнело перемВнъь въ $(2), а чрез 2%,-|-1 
число, ла которое измфилетея. число перомзяъ но умложеши иредыду- 
щато резуздьйе на и-— 0, мысвидижь, что чиело неремфиь 5 /(#) 
будетв: 


ааа НЕ. Е, аеежа-ни НЫ, +, 


— 4% -— 


<, е. болфе зисла т положительныхь корней на четное число, что. и 
‘требовалось доказать. 


Упражненя: Указаль намвыспй предфль числа положительныхь 
корней уравневй 8 80. 


85. Переходни» теперь къ сповобамъ отысхан общихъ предфяовь 
хорной, Волроеъ объ отвекази облтих» предфловь отрицательных» жор- 
ей при помощи подстановви #==—-у въ данное уравнеше {(2) =0, 
оводитея на воирось объ отысканш общихь предфловъ иоложитель- 
ныхт ворней; ибо отрицелельнымь корнямь даннато, соотвфтотвують 
положительные преобразовавнело: {(—)==0, и наобороть. Наховдеше 
низшаго ирёдфла положительныхь корней сводится на нахождене вио- 


1 


зпаго предвла съ помощью подстановки и Въ’ самомъ дЪяВ, д%- 


лая эту подстановку въ урезнещи 


ара... р авсле-Е ав == 0 


и умнощая результать на, #*, мы получим» уравнение: 


Ка а Ра 


и ) == ав -- 452... Рави"! а" = 0, 
хотораго корни суть величины обрасныя коркжиь даннаго уравненя, 
ол®довательно, зыыЧему предвлу положительныхь корней посяЪдняго 
отвфчаеть низший предфиь корней уренненя (1). Тахимъ образомъ, 
намь остается тольво показать, кажъ находится выелий предёиь лоло- 
жительныхь корней данпаго уравнешя. 


86. Для отыекащя вмелаго предзла подожительнихь корней суще- 
ствуеть иЗоколько рповобовь. Одну формулу для опредвлещя нанвыо- 
ато прежвла положижельныхь корней уравнешя 


Те) == во Е аа" -й а"... На ы=0, (1) 


мы зоирфтили уже'въ $ 65; тамъ мы видфли, что модуль тёхь значе- 
эй х, для которыхф мод./(я) привимаегв наименьшее значеве-—вуль, 
слфдовалельно, для котораго.н фунашя /(е) обращается въ нуль (слвд- 
| В 
и 


стаю П, 8 65), менфе величицы ‚ТИ 29 == МОД. 0, а В = ва- 


большему ‘изв модулей хооффиментовь оотальныхь членов; бер, 
тогда мы ограчичивяемся- уравненыхии .съ велуественными хоэффищен-. 
лаки и. принимиемъ положительнымь, будетв 


де, в Ве А, 


— 106 -— 


{озпачая чрезЪ 4 намбольшее изъ абсолютныхь значевый остальныхь 
хоэффищентовъ), п это число тахь напилетел 


«А. 
@) ыА. 


будучи больше модуля зоякало корил даннахо уравненя, оно будеть 
больше и иаибольшато изь положительнихь корпей (ноторыю совпа- 
дот 0 своимь модулеме), а потому можно принять положительное 
число, предетавляемое формулою (2) за выснцй иредфль положитель- 
ныхь корней даннаго уравнены. — Примфръ: дано уравнеше: 


{&) 28-4057 — 425 --364* — 10028 -|- 262 —ш-|-75 


для высшато предвла положительняхь корней. находныь по этой фор- 
мутв 101. 


Эта, формула ‘часто даеть, кажь и въ приведекномь примфр, пре- 
дль очень высов; Ролль даль другую формулу, которая, однало, вь 
ибкоторияь олучаяхь совладаеть съ этою, хотя вообще даеть лредфль, 
менфе высок. Пусть въ уравнен!и (1) а» сть первый оть намала 04- 
рицахельный коэффищенть; тогда этому уравнешно (1} можно дать 
чавой видъ: у 


8) Па) == ще. фаза — 
А инд"... ==0, 

тлф @ы, бьн,.....@ овначають коэффименты уравнетя (1): ав, 

был... -. би, ВЗЯТЫо лишь ©ф противпымь знаком, Шели позьмемь 


а*-" за скобии, то будемъ имфгь: 
з”—" [о -- аа"... Рав) — 
, 1 ‚1 


откуда ясло, что для всякато значены х большало того, дли вого 
раю имжфемь: 


вод а" | алая 


(4) АН ара айда" + 


ЗЕМ, 


первая часть ‘уравнешя (Г)` будеть воскда положительною, и притом 
еще большею; слфдовалельло, тацое значеле 2 и будеть эмелоееь пре- 
дфломъь корией уравнешя (1); Но неравенегру (4) мы ‚Здовлотиорниь, 
если удовлетворииь таному: . 


(5) аи ант ат 


— 17 — 
ибо 
во ва"... .аыглай т > ада". (6) 
Тажъ какъ, 

А, Ета...’ и|, (7) 
сели Л означаеть наибольшее изъ численныхь: значенй коэффищен- 
ОВ: Фь, быы.....9'%, 10 норавенолву (5) уцовлетворимь, веди удов- 
летворимь такому; 


ава" > Ат аилиа 4..1) (8) 


или, что оже, такому: 
›-ы 


ай > А {9 


Предполагая 2>>1, мы послдиему удовлетвориме, если удовлетво- 


имь такому: 
р у пя 


8—1 


р (10) 


ябо 
делай — 


=: {11} 


Умножая (10) на х—1, мы его ие нарушимь, ибо #—1>0; но. 
получимъ: 
ша —0 > АН: (12) 

Сокрашая 06% части на положительную величилу а" Н, мы это 
неравенотво не нарушиит, но полулимъ болфе простое: 


ва” ЦЕ-П>А; (13 
это неравенство будеть удовлотворено, вели будеть удозлетворено такое: 
вв—1"> А, (14) 


ибо, 
во —1) > ие — 1, (15) 


Изь (14), дЪля об чаети на д, извлехая #-ый корень и перенося 
1 паправо, и получимъ формулу Родля для выешаго предл положи- 
тельныхь корней уравнения (1), именяо: 


>И. (16) 


Здфев А, повториемъ, озналвотт, наибольшее изъ абоолютныхь зна- 
чей кооэффищентовь, хан ‘иерлато отридательнаго, тажв и слёдую- 
жихв ва нимь. Отсюдь зидпо, что если уравнеше нм®егь кб ряду. 


— 108 — 


НЗеколько положительныхь коэффищентовь, и если еше самый боль- 
ной численно коэффищенть стойть ранфе перваго отрицательнаго, то 
эта формула даеть для высшало произла положительныхь порней зна- 
чительто меньшее число, чВиъ первая каша формула. 


Для уравкеня (а) мы получимь по этой формул число 


но въ этомь уравневи численно наибольший козффитенть находится 
за первымь отрицательнымь. Для уравнены 


{5) 23-- 4007 — 45° 365—208 2627 —#-|-25=0, 


10’ первой формужв мы находим для высшаго предёла число 401; но 


фориулВ Ролля находимь: + ® =7, 


Если же т=1, т.е. второй члень отрицалельный, то формула 
Роххя совиацаеть съ прежнею формулою. 


87. Если зе слёдлопие за первымь отрицательнымь члены будуть 
тоже отрицательные, то означан сумму цертыхь чрезь (2), сумму 
лосладнихь (абсолютно взятую) чрезь 4%(#), ми можемь паше уреднеще 
‘таюь нашиеалчь: 


< ?®—у®= 


Тант кажъ етенень повязднаго члена въ ф(1) выше степони мерваго 
въ $(%); хо первый полиномь 05 увеличенемь 2 будеть рости бысгрье; 
& потому разъ мы иыЗемь 
(2) $)>%*®) 


‚для какого-либо 2, для большихь вналей 2 это поравенство будеть 
инь ивето афыь боле; сяздовательно, первое значеще я, дя кого- 
раго опаженоя нераленетво (2) удовлетвореннымь, можель быть лривято 
3% зымшй прехфль положительнихе корней ‘уравнеыш (1) этохо 8. 
Итакъ, иы подставляемь въ него возрастаюцця зкачеши 2 начинья © 
нули: вань только получи резульгаль > 0, соотв иехвующее значене # 
и будеть высшимь предфлоюк подожительныхь корией ого. Примбрь: 


Ка Вай 5 --21—3==0; 
фона 24; 
фе) = я 2-3; 


одотвьляемь: 1 зифело’ в, получаемь: 
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$0) =3 

Ф(1)=10, 
слВдовалельно 

Кр=-1Т; 


стало-бытв 1 не можеть быть высшимъ предфломъ положительных 
корней; поэтому полагаемъ 2==2; тогда 

$(2) =32, 

ф(2)=2; 
елфдовательно 

Кова = +5; 
& потому 2 есть выеш! предфль положительныхь корней нашего ураз- 
невм. По первой формул мы получили бы: 


1-55 _ 


8; 


7 
1 5 

+ 1 
или приблизительно 4, если хотиыь, чтобы онъ быль выражент цз- 
лымъ числомъ. 


Жоли въ данномъ уравнении члоны въ разными знацахи, то можно 
уравнеше. разбить на трупты членовь тавимъ образомь 


Ри) = фи) — ФФ) чь@) Г... РФ) — №) =0, (8), 


тв 9.(=) обозначаеть, равно какь и `%.(т) вумиу радожь стоящих 
члеповъ одинажовато знажа, зятую абеолютно. Нар. уравнеше: 


241-458 — Ва" — 68-188 — 84 Вай ий 2—1 =0, ©} 


ло формул Ролля нашли бы: 


жожеть быть тавъ разгруппировано: 


4) Войти та (вай ва) бай) —л1-5 0; 


слёдовательно 
Фа) == 24° -- 40 Зр(а) == 8-58 
фо) == 18 Че (#) = 8-8 
фз(#) = 102*--25 ®ф=и. 
Предотавивь такимъ образомъ депное уразнене, отыениваемь такие” 
значеня 2: 21, 02,..... й„, для которыхь имфють мего неравенства: 


фи) — (8) >0 
фе) — фаз) > 0 
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наибольшее изъ этихъ чисель @, 6,..:..0» и будеть высшимь пре- 
яфломь корней уравневя (5), потому что для значенё д, бальшихь 
этого, #0 труппы Ф((2) — (2) булуть положительными и увеличива- 
ютсд выфетЬ съ , а слЬдозательно и разная ихъ суммв функни / (2), 
которая потому и не будеть имьть корней, большихь наибольшато 
ЛУБ ЭТИХ ЧИСОЛЬ бЫ, @%,..... би. 


Тавь въ нашемь прим$рё будеть: 
&=2; =; @3=1, 


слфдовалельно 2 есть нзивыспий предвль корней этого уравнены. Шо 
формулв Ролля будемъ имфть для высшато прехфле: 


НИЕ 


но <4; потому, еели мелаемь ими цфлое число для высшаго предфла, 


=1--И55>3, 


то нодобно взяхь 4. По первой формул +“ мы налли бы число 
Ю 
1--5.5=6,5, 


слВдовательно, если прехпочитяемь цфлое число, то должны были бы 
взять 7. 

88. Иногда можно скорфе придти въ желаемой или, соединил этоть 
2106065 въ предыдущимт, Пусть дано уравнене: 


28 — 34-292 -|- 2125—8000, 
ГВ 
НИ == — 3442, 
фа == 204? -|-2122— 800; 


сокращая перную изъ этихъ разностей ка 1, получаенсь: 
2"—34, 


кохорая величина, имВя положительнымь коршенз 134, будеть 
имЪфть зысшимъ предфломь овоихь положинельныхь корней число 
$=У> 24. Цереходл ко зторой фупици, ивходииь дла выешело 
предфла ел положительныхь корней по формул Ролля 


00 


--у 


эта золичино боле 1-|-УТб> 1-8; 0. <1--4, а потому ва выс- 
Ий предфль можно принять чиело 5. `Счало-быть. высшИй предёль 


— ИЕ -— 


положительныхь корней этого уравкевя есть 6, нзибольшее. изъ 0бо- 
ихъ чисель, нами найденныхь: 


89. Ныюгонъ предложиль; для нахождеыя найвыешаго предфла по- 
ложительныхь ворней, простой и изящный способъ, который вообще 
даеть нанболЬе пизную величину для этого лредёла. Онъ основань на, 
слёдующемь замфчант. Дадимъ /(®) приращене й; тогда, по строкё 
Тейлора, будемь имбть: 


пе-Нь = ыы гы... Ее: 0 


всли дли вого либо и==а окажется, что фунишя [(2) и веВ ея про- 
изводныя положительныя (поолфднля веотда положительная, ибо ==! 4, 
& в веетда мовно предположить положительным), т. е. 


29 > 05#9>03 >03. 90> СВ 
то при #_> 0 будеть изь (1) слбдовать, что и 
Ка > 0; 


сл®дозательно для веякаго чиела, которое болфе тавого @, пля кото 
рато фунишя и во ея производиня суть положительныя величины, 
фуниия будеть оетаватьен положительною и зозростать вифот® съ ним»; 
слёдовательно она не будеть имфть корней большихь &, # потому ху 
величину а и можно принять за высш предфль положительныхь вор- 
ней, Чтобы найти ее, поступають тахимь обравомт. Фунщия (+), 
6 
канв постоянное количество, сохраняеть свой п бо Я а 
2) первой отелени; ея корень легко найдется: пусть р, блинай- 
шее въ нему дёлое число, не меньшее его; ветазляемв это чиело въ 
сдфдуюнуя функщи {2}, 8 -9(2); ит. к. хо первой, которая дасть 
отрицательный розульхалиь; пуеть. эго будеть 


19-9; 


Ри) <; 
ветавляемъ въ нее зозрастаюнил Числа, пока Но дойдоть `до результата: 


1 (р) > 0: 
2з будеть выслИй прёдёль ел положительныхть корней, ибо всё ея гро- 
изводныя т. в, Р-Н), я) ,.....7) для Фра, дОто- 
рое > и, будуть >00. Вегавляеме это число уз’ во зей предиествую- 
я производкыи: {97,5 :,.., до первой, воторал даотъ 
отрицательный" результать; пусть это /-п-®Х2), такъ что 


Иер. 


тавь. что 


— 12 -— 


Ветавляемь 25 эту функцию /°-#-1 (5) все возрастающия чнель до 

еВхъ порь, пока не получимь результата: 

рее) > 0; 
43 будеть высш предёль корней /#-®-®) =0; подставляя его въ. 
предществующия ироизводныя и, продолжая эту операцио, мы непре- 
мфино найдемь такое число Р, для которато функця (2) и веВ ея 
производныя будуть положительныя и которое, потому, будеть выелиих, 
предвломъ положительныхь корней ханнато уравяешя /() =0. 

Принфръ Г. 

(а) Ка а* — 328-92 — 27=-|--80=0. 

По предъидущему скособу, (принимая 91(2) — (2) == — 328; 
ф2(5) — %2() = 341 — 07%) мы найдемв для пысшато преджла лоложи- 
тельныхь корней чхело 14; ло формул Ролля, (которая теперь совпа- 
даеть съ первот), мы получимъ дик этого число 31. Прамфиимь че- 
перь способь Ньютона, только что изложенный, Съ этою цфлью нахо- 
димъ производныя 


Ро аж 97; 


ая —185--4; 
Га) == 94—18; 
РУ =24. 


ПослЁдния производпая есть лоложительная величина, хаъ веериаь 
и должно быть предпослдиля, т. е. третья, будоть положительная 
уве для 2==1, и влфдовательно ддя воякаго числа больштато, ибо ‘ен 
производная положительная; но вторан будегь = — 2; елфховательно: 
отрицательная для этого знечещя #, а похому нодегавлиемь въ ев 
2 вифето 2 и лаходимъ, что ["(2) =-- 16, сявдовалельно > 0... Пер- 
вая производная для этого значены х будеть отрицательная, по бу- 
деть положительною для #=8. Сама функщя /(2) длл ноеяфиней ве- 
личины будетъ отрицательная, но положительная дя 2 ==4. Такь ках 
зеВ послвдующия производных >> 0 для 2==4, 10 это чисно и будеть 
выешимь иредьломя положительныхь корней уравпешя. 

Принбрз П. Дано уравкене: 

(6) Д=и на — 6 — 1002--500 ==0; 


паходимь производных; 


ти (= бай — 1921 —132-—100; 
г ый 102—6; 


См лоа а. 
755” (== -- 4—4; 
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иены -- 1 


.4 
ЧИ 
1.2.3.4.5. 
Четвертая производная положихельноя уже для з==0; третья для 
д==1; вторая для #==2; первая для ш==4, и сама фунющи для 
д==5; едфдовательно 5 есть наивысший предфлъь положичельныхь 
корней. 
90, 'Гешерь мы можешь поненить прямфромь и оказанное въ $ 85: 
отыцемь нисний предёль позожительныхь корней уравневя (а) (при- 
м8рь Т предъидущаго 8), т. е. 


ая — ай 042 01%--30=0; (®) 


©5 этою иВлью, согласно сказаикому въ тожь $, полатаемь въ этомъ 


Рф; 


. 1 : 
уравненш д==-о и розультать уножаемь нь у; повучимр уравнене 


304 — 2198-29" — ЗУ 1==0; 
для высшако предвла половительныхь корней этого уравнен я по фор- 


р . 
муль Родля находимь 1-- и. или 2; ел хдовательно для уравнения (а) 


нисший предёль положительныхь корней будегь т .-— Тавь кавь дян 


высшего предйла положизельныхь корней этого уразнеюя мы получи- 
ли число 4, то мы зидимъ, что воз положительные корни этого ураз- 


неня лежать между р и 4. Предлагаемъ найти нисный предёль по- 


дожительныхь корней уравненя (5). (Примръ П предыдущато 5). 

91; Нахождене предёловь отрицательныхь корней сводитея кв на- 
хожденио предфла положительныхь зорней, какь мы зидфаи, чрезъ 
подотановку 

#=--2, 

сопровождаемую зЪ случаф нечетной степени” уравнены умноженень 
еще его на — Г; эта операщия сводитея длл полнахо ураввешя къ пере- 
мн знаковъ на противный 7 членов» отоящихъ на, четныхь ибетах: 
эторомъ, четвертомь их. дз въ случа неполнато уравневя, т. е. н#- 
хоторые хозффищенты котораго равны нулю, ихъ все таки надобно при 
оточитывани м%ота члена ихфть въ виду. 


Примвръ Г. Мьняя х на— 2 вь уравнены (а) предидущаго 8 по- 


лучинь: 
2-38-21 - 274 | 30 
Гиоомандрищийй. "Высшая Алеебра, 
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это уравиее пе имфеть положительвыхь корней, ибо веб члены его 
положительные: олфдовалельно данпое уравнене [(«) пред. $] не нм ет, 
оирикалельныхь корней. 


Примврь П. дано уравнению: 
(©) 
найти предфлы отрицалельяыхь корней его. По приведенному сейчи 
правилу нолучиуь отсюда такое уравнене дия 5==— и 
(а) 28 — В? — 8 -[- 


зыспий предфль его будеть по формула Голля 6; елбдоватеньто нис- 
пий предфль отрицательныхь корней уравнения (с) будеть: —6. Что- 
бя пайты нчеш иредйль положителгтыхь корней уравнетия (@) лоха- 


НИ=0; 


таемы: 


1 
у и преобразуежь его чрезр это 5 твое: 


® при бу" — Вий — В --1=0; 
по формудЪ Голля паходимь для пыбшато прежфиа положительнихь 


корней этого уравненя чиел: 


- - пни 9: 
и или @; 


слфдозательно для лиемтаго предфа голожительныхь корней уравие- 


1 р 
мя (8) число -5: И, стадо быть, для имело иредфла отрицательныхь 


; 1, 
корней уралшевя () чиело:-—-5’, Тавиме обравоме отркнзгеляные кор- 
. 1 
пи даниаго уравневи находится между числами: —би—->>, Предл- 


таемь для упражиетя опродфаизь иредвль отрицательныхь корлей 
уравнении ($) (Примйръ И 8 89), 


ГЛАВА УГ. 
Отдьлен!е корней. Сповобъ Штурма. 


02. Поканазь, гакиыь образомь находятся общие предвлы корней, 
нереходимт къ отысканю чаетных» предфловъ корпей, что и го- 
ставляетл задачу отд лети корней. Задача эта предотавля, 
большия трудноехи. Первое что предетавалнется пригодным 
Цбли-фюго вогавлять тиель иредотавляюния ариометичеекую прогрес- 
1, и заглочаюлаяся между общими тредфлами зодеетвенныхь корней 
уразненя, №5 мервую часть его и замфчаль зиалн результатоль: вели 
два, рядом, столиЦя члена ариометической прогревси, дають, будучи 
модетавлены яъ первую часть уравненл, результаты еъ противимии зна- 
ками, 10 въ промежутю между кими будеть завлючалься по крайней 
мфрЪ одниъ корень уравнешя, вообще-же нечетное число ($83); котле 
чиело промежутковь сназанийго сейчасв свойства, будегь равно выс- 
зиему предёлу числе положительныхь и отридалельныхь хорией дан- 
нато уразненм, опредвляемому по теорем Декарта, то волрось ‘обт, 
отдёленм корней въ такомъ случа) можеть считаться рышеннымь: чле- 
ны аривметниеской прогрееын, между которыми обнаруживезолоя кор- 
ин, будуть вт таномъ влучаф завлючать только одинъ ‘кореяь уравне-, 
я и будреь олбдоветельно частимии предфдами этою корни: Когда- 
же число промелузноьь, въ которыхь обнаруживаются порпя, мсийе 
этого числа, тогда надобно между соотьтоувениюин чнелами первой 
аривметичесиой ирогресци вотавлять промежутояных числа и июзто- 
рять эту операщёо до тВхъ поръ, пока чиело промежутковъ между ко- 
торымы замчелотся корни, ве будеть разно числу ихъ. Но здвеь иред- 
ставлясток то затрудневе, что теорема `Лёкара даетв лишь выевИ 
продътр нахь числа положительныхь, такь и числа отрицательных 
зорней, а но лочное число их, и потому мы можешь никотда, ие дос- 
жичь нашей пфли- получить столько иктерваловь, завлючающихь вор- 
ни, болько перемфиь вналорё въ уравнещяхь {(л)==0 и 7-0 ==0, 
лотому что веществелныхь корней будетт на самом® дёлф меньше зыс- 
зиато предфла числа ихъ, показызаемето теоремою Лезарта. Латраниь 
внебъ цамитальное убоворшенотволаяие. вт этоть примитивный ©нособу,, 

* 
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показавь какь съ помощио симметрическихь фуньдё корней уравис- 
ны *) можно найти такое положительное чиело, которое це болфе наи- 
меньшей, по численному значению, изв разностей двухь корией: води 
мы 310 число примемь за знаменателя ариеметической протресейт, пер- 
вымь членом хоторой будоть нисийй предёль во\хъ зешественныхь 
корней, послЪинимъ—выспйй, и члены такой арвометической прогрес- 
си будемь возавлять въ первую часть уравнены, то отифчая т6 пары 
рядомв стоящихь членовъ, ноторыя дать результать съ противиымь 
звакомъ, мы будемь имЪть вов вещественные хорни отдёленными, тах 
БАКЪ ВЪ КАЖДОМЪ ИЗЬ ТАКИХЪ промежутнонъь нс можеть заключаться 
божве одного корня, потому что величина этого промежутка мене ип- 
хервахь между самыми близкими друг въ другу порнями, Опредфяе- 
Не такого числа однако требуеть большихь зычиелешй; правда Коми 
впослфдетви показать, что можно сдфлать упрощемя въ этяхь вы- 
чивлещяхь; однако чрезь это часто получается само чиело слищкомъ 
маленькое, благодаря чему возрастаеть число членовь ариометилеской 
прогресфи, подлежащих зетавиз вБ первую часть урпоненя, и вы- 
чиелене результтовь этой волавки уменыциетв выгоду упрощенйя, пред- 
ложеннаго Коши въ с10еобё Лагранжа. Ведбдотые этого ©1060бъ Ла- 
транжа нынВ совершенно оставлен. Изъ числа предложеляыхь вио- 
олёдетый способовь мы изложимь только способы Турина и Фурье, 
лочти сдицетрелно употребляемые нынз па иражтикЪ. "Теоретически 
способъ ИШурыа совершение, потому 1т0 основань на чеоремЪ, кото- 
рая нозволяеть получить прямой отвёть на вокроеь: сколько данное 
уравнеще икфеть веществелныхь корней между данными числами @ 
и 8; тогда какъ теорема Фурье (или Вюдана) даеть лишь помлмений 
предвль числа корней, заключающихея между данными чиелами ан 
$; но за то словобъ Фурье требуеть болфе логкихь вычисленй, и но- 
тому иметь праигичесл преимущества прехь способомъ. ПЕгурма. По 
вромени способь Штуржа поздифе **) слособа Фурье ***); по мы изло- 
жихъ ето прежде, по причин сго теоретической простоты. 


93, Теорома Шеурма, лежащая зъь оснолЪ его епособа отдБлешыя кор“ 
ней, предиолагаеть знавометно с лаз называемыми фуництями Штур- 
ма, которыя получаются слёдующикь образомь, Пусть 


*) 0бъ нихь будешь тозорить-въ одной изь сяфдующихь злалъ. 

**) Опубликолаь въ 1835 тоду ву Мётойов ребволйв & Раса {ев зоолсов йе 
Рыца раг 468 ааувлиз Фапеекя, 1895, Рама. 

***) Отособь Фурье изложень тъ Апяуза йз сайбюла, рог Ропнет Раша 1881, 
сотни ириечальнвовть лосяВ емерти Фурьо, старыйями Мавье (Мымах), 'Хеорема, 
„лежащаи. въ. осиоя этото сповоба, быхи’ предотавлена Парлжехой овадеми ивужь Вюз 
двномь въ 18 году; воомомно, что Фурье ото была иззфохиа раме этого, каж 10 
утиержклеть Тодевихорь (Тодницен, Тосно ое вашаоне 130), 


о == а а -...-Н ава, ==0 (1) 


данное уравнене, которое мы предположим» оевобожденнымь оть крат- 
ныхь корпей; слёховательно 
РИ»), Ра) =1; 

но мы все тави будемь дВлить /(2) ка {’(2) к означимь чрезь @ част- 
пос, & чрезЪ х остатокь, при этомь получаемые; по извфотному свой- 
&тву дВлимато будеть: 

Ко = Ра). ог; 2) 
$ остатна мы перемфнимь знакъ па противный. к получепиый товимь 
образомь полиномь означимъ чреяь И(2), тажь что будете; 


в=— +, (3) 
и потому предыдущее равенство приметь такой. вндъ: 
Г =Р).0-— 8%); (4) 


леперь флимъ (5) на В(2); получимъ частное © и остатомь я; пе- 
ремёнивъ 7 него знак, означимъ полученный тахиму», образомь, поли- 
чомъ чрезь В (2); подобво (4} будемъ иметь: 


Ро=вы. ФН: (5) 


жеперь дфлимь В(2) на’ В! (2); это доставить намв новое частное © 
и новый остатокъ эз; изифяизь у ного ввашь па противный и озна- 
чизъ полученный такнмь образомь полиномь чрезь 2Ю,(х), будемь 
имфть: 


В =Вв().9— №02), (6) 


Продолжая каждый получаемый остатовъ, по измфиени у пего зна- 
ха на противный, дФлить на предшествуюлой, мы получимь талой рядь 
равенетвь: о 

(о) == В) 08 — Вы) 


| 
Вы) = Вон Вы) | (") 
Виз) = Ди-1(2) 9—8, (2) | 

который окончитея, какь скоро. дойдемъ до такого Ж„(х), который бу- 


деть = поегоянной, отличной отъ нуля, что непремико холжно случиться, 
ибо ОГИ), (+) == хотетени же И» илуть убывая. Эти фувищк 


о, Гг=Ф, в, в, @,... В)... В„(®) {8} 


и суть фупицие Шоурма; только поолёдияя изъ них сеть ‘ПосГояниое 
‹ количбетно, отличное ‘отт, нуля. Он% обладають слфдующими свойствами, 
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94. Цервое свойство. ДьЪ рядомь отолиЦя функщи Шлурна не мо- 


туть обратиться зь нуль дая одного и того-же значешя 2. Донуетимь 
прозивтов, и пусть дня 7=а 


Л, (®=0 и В, (@) 


о: 


; 


лотда, въ силу выведепнато #ъ предьндущемь $ соотноменье 


(1) В, (9 = В, (9 9. — В©, 
будет и 
Вии (@ =0; 


эт силу слблующаго соотполенйя: 
Пе) = (0 


(#) 


— 8, 


будеть и 
1 


и. д. наконець дойденъ до 
В, =0, 
чего быт, ше моломь, ибо А, соль посгояниал, отличная отт пули, 


Второе евойстзо. Дли значени я, обралцелоиато з5 нуль охиу Язь 
среднихь функ, ль собфден съ нею. получають противные знаки, 


Дайствительно: всли И, (#)=20, то по (1) будегь: 


Пи = -— НЫ); 


откуда и сябдуеть оказанное, 
95. Теорема Штуриа. Если а <, 10 чиело перми зпавовт, въ 


раду 

(1) Ве), га), (а), Па)... В 
не мелбе чВыр ви ряду 

@) о, Ро, о, 0, 


вели въ иврвомь ряду перомбть знаховь болище чфиф во втором, 19 
излишень числа их равель числу корой уравпощя 


КЭ=0, 
завлючающихея между а к, 


Озцачвн чрезь 7, чноло поремфиь зналовь эь первомь ряду, а чрезь 
7» число пером ит №0 зторомь ряду, мадобло доказачт, что 


й2И, 


7—1 
равно ‘числу корней уувлнени, занлючающихех меяиу им. 


и, когда Га > Ро 
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Число перемёнь можеть измфниться только тосла, хорда Дия иВкоуо- 
рыхь значеый 2, промежугочныхю мейду ен, ибкоторыя изъ функ 
ий Штурма 


Ра, Ге. В. В(,... В) (3) 


ый 
обращилтел въ нулт, тажь вакь иТлыя фуньн вообие моруть звать 
свой зовь, только обрышаягь въ вулл; но легко показать, что при пе- 
реходф № нрезь виалеше, обиицикицее одну или нфохонько среднихъ 
фунитий вт нуль, чнело перембиъ вв ряду (3) не нзивиитея, Пусть для 
ж==а, (г а< а) охна только язь фунищй Шеурма, именно П, (2) 
обраптается ит нуль, такъ что будеть 


С 
зеохда моно выбраль й столь мальюеь, что ль промеяутей отъ а— № 
до а-й 28, (2) будеть имЁть чолько один корень @, а изъ фупеци 
Ла) и Л, ны ни одна но будеть обращаться вт, пуль въ этомъ 
промежутеВ; тогда вк трехь слрдующихь рядахь: 

Лам) Ви) Ада — 2) 
7. @) Во =0 Вы (8) 
2. @--®) веть вые 


число перемзнь будетъ одинаковое, именно 1. ДЁйствичельно по зто- 
рому свойству знаки Л, ,(®) и @,,1() иротизны, & слёдовательно 
тавъ хаьъ можду «-_№иа--№ фушыци В, _, (2) и Пн. (9) пе имБют, 
ло предиоложенио, корни, ихь заавн для хе=а-й м а=е-Рй бу- 
дуть соотваютнеяно т} же самые, что к для и==е, слбдовательно, 
противные; фуньщи А;(), находят между двуия, нубющими против- 
ный знамь, по необходимости будеть имёть знакъ одинаковый еъ одной 
изъ нихь и противный знажу другой, нам для х==а- №, тавъ и дли 
#; откуда и слВдуеть, что церемвнъ въ хаждожь изъ трех 
рядовь. будетъ веего по одной. Если для 2==е обращаются въ вуль пф- 
кодько среднихь фунхщй Штурма, то по перлому яхь свойству это 
не моъуть быть рядомъ етоящёт, а зь такомъ случа каждая изъ уничто- 
эвющихся съ обфими своими соефдними составитк такую-же групду, 
кань только что разомотрённая, и сивдовалельно, кар для хай, 
тань и для с==а--№ будеь. предоталлять каждан всего по одной пе- 
речвив. Итакъ при перехохв х чрезъ зкачене, обращающее вт, туль одну 
или ифоколько срехнихь ПШиурмовыхь фуккнй, число леромнь в ихь 
ряду пе измйняетея: дин доклзалельства теоремы, остаетсх ролько пока 
зать, чю при пероход% 2 чрезъ корень перрой изъ них», т. в. 
Га, вся разъ пропадаеть тольво одна персы на; а этовы- 
текаеть ‘изъ сафдующей лёммы, хоторую мм прехложимь и дозажемь 


— 190 -— 


зъ болфе общемъ видф,-—цакъ она намь помадобится при довазалель- 
втвф теоремы Фурье,-—чтобы потомь ло возврещаться въ тому-же пред- 
моту. 

96. Лемма. Жоли длях==афункия /() обрыдается въ нуль, о до 
своего уничтожения оБа будеть имфть зназь протизый знаку своей 
производной, нося уничтожениг- Одина. 

Означая чрезь № отоль малую величину, чтобы между о -й ие--ь 
ни /(х), ни ея производная /”(2) не имбли-бы кромф а никакого лру- 
того корня, мы должны доказать, что 


Ка—№ н Р@ар— в) имфоть противные знаки, 


Не и Раь одинаковые. 
Раземотримь ирлио обиый случай, хогла & веть ти—кразный корень 
(<) (ото не исклютаеть, коночно, случая 9—1, который намъ пужену 
для доказательства теорсмы „ИТгурма). 


а 


Вр этоит случа, какх извбелно, будогь 
©) К» = 


#— (2), 
означая трезь ф(2) произведене зоЪхъ остальныхт линейныхь мно- 
жителей фунищи /(2). Взявф производную, по правилам $ 88 (под- 
строчное примфчал!е), будеми инте 


Ро = ве оч -- (в — ау’ (0) == 
= — дир + — 92) 


или, полагая 
{2} пр (в) (#— (= ца), 
(8) Р®) = (и — "1 9цф. 


Фушийя фа) не обращается въ нуль дня 2==0, ибо со (2) 
, фи (а) = ту), 
& (а) не ==0: иначе а билъ-бы болфе чЗмь и кразнымеь корпем® 
уравеня 
На =0. 
Фавонотво (8) повазываевь, что и будежь 1 -пратнымь пориежь 
первой производной. Точно хажже получим» сяздуюний рядт ралепетвъ: 
г ФЕ "За 
Е 62 
(4) уе 
реле) == (р -— ба). 


р". (= (2), 
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гдВ фуивцйе 92(2) , 9з(%),...Фь-1(8) И Фи(х) уже не обращаются въ 
пуль для 2-=4, (что доважетея какь и выше). Эти равенотва пока- 
яывають, что 2-кралный порен» {() букеть корнеме и воёхь вя иро- 
изводныхь до 2 — 1-0й включительно и притомъ, кратности на еди- 
кицу уменьшеющейся съ повышенемь на единицу порядка производ- 
ой; иронзводная-же порядка п уже не будеть обращаться въ нуль 
для и =а. 

Изв этого замфчаля слфдуеть, что разлагая (#2) и Р(а--В) по 
дтрокВ Тейлора, уд а м-ьратный корень длл первой изь нихь, мы 
будем инфть: 


в п ы 
Ке-ь рии и +79», [а 
. а РН) КО 
Ге-Еь сб Не, Сол ,. 
{ФДЪ в =1.2.8....ту и т. д.) Для первое равенство на второе и 
‹окращая результать на #-', молучимь: 
Ред ГНо ны 
и, СС УМА ИНН 
Рерь "о РО, Ре. 
0—1 ат! О ЗЕ 


но мы знаемь, что всегда можно найти столь малое чиеленно значене 
№, что внакь обоихь полиномовь, какъ въ числителВ, тань и въ зна- 
меналелв, будетк одинановь со знаномъ первато чавка хаждало, и ед%- 
довательно для обоих одинановый, ибо эти первые члены равкячея 
только ‘численным меожихелемь; & тогда лВрал часть (7), т; е. 
рем 
Ре-ь 
будеть имфть знанъ одинаковый съ’, слёдовалельно положительный 
при > 0 и отрицательный при # < 0; другими словами будеть (озна- 
чая теперь чрезь № эбеолютпую величину); 


1—0 
Реты<°, 
" ге) 
тео 70: 
слдовательно 
Пи Ре-ь имфють противные внани, 
а 
Кез-ь) и (ав) одинав!е, 


что и требовалось доказать. 
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Отеюда слбдуеть, что первыя дв» функщи Шуры (2) и Р@) 
для 2 ——# предотавхиють иеремёну, а для 2==а-- № цоетояноево 
знаховь; слЁдолазельно при нереходь 2 чрезь хорель © фуявшя /() 
делю разь пропадаеть одна персмфна въ ряду знавоюъ Штурмо- 
вых фуный; отеюда олбдуеть, то сколько перемфнъ вр этомъ ряду 
пропало при переход 2 отв а до Ф, столько разь ошв переходиль 
чрезь кореяь функ /(2); сяфдовамельно, послфдняя иметь р этомь 
промежуткй озъ 4 до 6 столько корней, скольшо перемфиь пропадаечь 
при переходВ 2 отЪ @ до ©, или насколько чнело ихь Т» ть ряд& (1) 
превосходкеь чисно ихъ Рё въ рядф (2); т. в. 


7— И 


корней, что и требовалось доказать. 
Эт. Эта теорема даеть позмоменоегь узпать сколько пеего данное 
уралиен1е. 


ух зещественныхе корней: для этого стонть только прииять а 
у отрипательныхь корней, а 6 — имешеху продфиу по- 
число 


рн 
нислему пред? 
ложительныхь кори 


7—1 


покажеть, овольно уразнеше имфора веего па вое зоществеянихь мор- 
ней. Вмфото мистаго прежфла отринатольныхь корней можно вляжь 
и —©, а выфото высшого предфла положительных корней можно 
взевь {-<о: тогда анаки Шиурмовыхь фумищй мы опродфжиме по зна- 
камеь порвыхе членомь ихт, м разнооть 


= а 
ин новажеть число вофхь воществениыхе коркой данного уравиешя. 
Точко таюже 
ИР 
понащеть чиело вобхь почожилольнахь корной данинго уразиеньт, & 


РИ, 


число вефхь отрицачельтыхя,. Бхфев У, обозначают число персииь 
зваковь Шаурмовыхь {ункшй лий дхэ=0. В этомт, случа знаки 
Пегурмовыхь фуниуй одинаковы со знаками ‘ихъ члокофь, пе водор- 
жащихь 2, Лели какая либо няъ ТИкурмовыхь фупмюй пе подержить 
тахоро члена, го для х==0 она обрутител въ нуль; о изо ве зоспре- 
пязозвуетр счету пером, ибо, по доказанному зъоие, восбдзя сть 
будуть ныбть въ тавомь случа, ирозниние” знаки, м потову пел врун- 
на изъ онхи ‘рохб функый предезязиь одлу морвифуу. 
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93. Изь предъидущаго лого лывести иеобходимыя и доеталочныя 
уеломя пля того, чтобы корни уравненй 


Ка-о 
были-бы веЪ вешоствениые. Вл, этомъ случа должно быть 
У Иной; 


сяфдозательно, во первыхь, число верхъ Штурмовыхъ фунид должно 
быть #--1 (большое оно быть не можеть, какь то олфдуеть не алто- 
Тиома общаго наибольшаго дЪлителя); но вторыхь для х== — © он® 
должны иродотавяять вее перомфны, для д’ == -- 02 вёе постолнетва зна- 
дов, ибо тольно тогда можеть пропасть, при переходе х отЪ — со въ 
--, в перемнь, камь ово должно быть по теорси» Штуриа, ногда 
вс\ корни уравнетя стомени # вещественные. 


99. Оъ помощю теоремы ТШтурма легко изелЬдовать общее тралне- 
6 3-ей схепени: 


Ка = -Роз-р4=0. а) 
Ироизводная лерзой части его будеть 
Раз Но (2) 


дфли За) на Г) получинъ въ остатьй: 2ре--39, и елёдовательно 
будеть 
(а) = — №34; [9 
дбзя 27) па В(х), получимь въ остати® 408 -- 274*; олфдовательно, 
инфя въ виду, что численный миожитель не инфезь зляЕя ив знаеъ, 
можемь принять 


вы=— (+=). «2 


Тахимь образомъ рядъ Штурмовьоиь функдЕЙ в насгоящень случа 
будетъ: 


Ра) = (в) = в®-= 
ти: 2 30: = жуг\. 
Зи Гр; 2ря— 34: эта}! 


полатая зд№ев” послдовалельно х= — 95, ==0 и я==--5, полу- 


чимъ таше три ряда: 


— о | 5 


в. 


д.0 4 2 —8,1 
п=Е-о | + > < —р.с5 
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Знаки послёлняго ‘изъ эгихь рядовъ будуть все положительные, вогда 
з а 
р 0 я р<0; 


послЪдиее изв этихь увлошй необходимо дли существовал порваго, 
но недостаточно, потому мы зкфоь имфемь лва отдвльныхь услошя, Вл, 
`разоматриваемомь случа рядф для 2=—- 00 будеть представлять три 
перемфны, тогда кавь для х==-- 55 не будеть ни одной; слёдопатель- 
Яо въ равсматриваемозгь случа 68 три корня ураллещя (1) будуть 
вещественные. Мели > 0, то рядь для 2==0 будеть представлять 
дв неромбнм, именно оть (2) къ [(2), и В(2) къ В(2); сиВдова- 
зельно ири переходз 2 оть — 09 ив 0 пропадеть одна перемВна, а 
при переход 2 оть Окъ -|- со проледуть кв: слбловательно изъ трехт, 
зетественныхь корней уравнены (1).одияъ будетт отрицательный и 
два положительныхь. Вели (<. 0, то ряд для 2 = 0 представить толь- 
хо одну перембну [отв {’(2) къ В(2)] и нотому дв иеремфиы пропал 
дуть ири иерехода ‘д оть — со нь 0, и одна ири переходв 2 оть 0 
въ --о2; сяЗдовательно въ этомь случа уравнен!е будеть имть два 
отрипательныхь коржя и оодинь положительный. Вели 9==0, 10 #==0 
будеть однимъ изъ корней и торха друге будуть, каз легко зидть, 
—У—ри-+-И-ъ: обховалельно одинх оврицелеликый, другой поло- 
эитетельный, 


Положимъ теперь, что изъ условй подь Г) удовлетворено только по- 
слёднее: тогда можемт избть о первых: 


ри 


п) о ты 2<0; 


ВБ этомъ случа, таль вавт послёдийй осталонь == 0, то предпостьдний, 
т. в. (п) = — ре — 34 будет» общимв ваибольшимъь дфлителемь 
12) в Р@®), и потому уравнеше (1} будеть имф?ь кратный корень, 
именно хорень уравнея (2) ==0, т, ©. 


—_ 34 
р 


и будеть двузратнымь корнем» уразшеям (1), который. будет > 0 
при о >0, и < 0 при 00. Во вторяхь можеть быть 


ж= 


е Е 
ии Ро; 250; 


в5’тОКЬ луче рядь дли 2 == оо будегь предоталлять одну перо- 
мну [отъ (2) въ В. (а)], & рижь дия в==-— оо дьф поремфиы [015 
(#)-пь Ра) и ов Р(®) к. В(2)]; сл5дозатольно ви, раземитривяемонь 
случаВ будет восго одишь неществелный корень; ебли 4> 0; то № 
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ряду для г==0 будеть одна перемфна [оть [(2) къ /’(2), как и для 
&==-->; слёдовалельно перемфна пронадаеть при переходВ х отъ 
— 05 нь 0; сльдовательно втоть единственный вещественный корень 
будеть отрицательный; если {<.0, то въ раду для х==0 будуть дав 
перемны [отв (2) ик В(2) и оть И(2) къ 2(2)], какъ и въ ряду 
дли #==— 05; олёдовательно перемфва пропадаеть при переходй ® 
ть 0 къ -[ со, слфдовательно в этомь случаф единотзениый возтествен- 
нный корень будеть положительный. Первое изъ условй подъ ПП) бу- 
деть имфть мото а Гого] при р5з0. Евди р==0, то уравнеле (1} 
приведется кл двучленному 


2--9==0, 
которос, казь мы знает, будеть ижёть одинъ вощоствонный корень: 


у $, ноторый булеть знажа противваго 4, т. е. положительный при 
#<0, и отрицательный при а>.0. Если р> 0, 10 въ ряду для 
д=- оо будуть дв} перенфны [оть {(7) въ [(в) и оть В(а) вь В (2)] 
зв риду для #=-- оо одна [от /(2) кв Н(2)]; етВзовательно иро- 
кадеть одна неремфна, и слвиоватольно будегь одинь вещественный 
корень. Нели при этом» 4 < 0, то въ ряду для = == 0 будуть дв перем - 
чы [0отъ Аш) въ Ре) и оть (2) кз № (2) вакь и въ ряду дляр == — 20; 
слФховательно порейзна пропадет» въ промежуте? оть 0 до -- <>, слзхо- 
вательно единственный вещественный корень будеть положительный; вели 
4==0, тогда онъ будет нуль (уравнеше приведется из 28-е =20); 
если. 9>0, тогда въ ряду для #==0 будеть одна неремёна [отъ (2) 
ми ($), кажь и въ ряду для х==--9°, олфдовалельно ода перем- 
на пропадегь при переходв хоть — со къ 0; слёдовательно един- 
слвенный вещественный корень будеть отрицательный. 


100. При помощи теоремы ПФтурыа задача объ отдфлени  корпей, 
другими словами, о нахождении частныхь иредфловъ каждаго зеществен- 
нато кория, такв рёзнаетея. Олерва, чрезь подстановху — 5,0 и -|- 05 
10 формуламгь: 


Рой и ТИ 


опредвляемъ число вофхъ отрицательныхе и число вебхь, положитель- 
ныхь корней даннаго уравкены; зат®ыь пристулаемь кь отдёленио 
положительныхв корней слёхующимь образом. Вотазляежь ^ числа, 
10, 102 =.100, 108 =1000 и т. д. пока не получимь въ соотвЪтетвую- 
зцемь ряду тавое. же чноло перомфия канв и для я == -|- 2; газов чие- 
ло будеть выешимь предёлоиъ положительныхь корней; ибо въ ирб- 
метутив отт огото ‘числа до -- го не будеть, ‘о’ зеоремё Штурма, ик’ 
одного корня; залбиь обращаемь внимае на тв промежутки. меяду 
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5 замбчаень но- 


членами вотавляемато нами ряда чисель, въ которм 
тери перемфиь; если въ хавомь либо изъ такихь промежутковъ про- 
тадаеть одна перемфна, то зто указываоть на сулеетвовалю только 
одного корни вк такожь промежуткф, который тажимв образомь и бу- 
деть отдфлевь: 1% два изъ воталленныхь нами чивеле, при персхо, 
отй одного изь которыяь и другому, происходить потери одной ие- 
ремфны--и будуть частными преквааыи этого корня; если между 10и 
100 оказжетея пролавшею одна только иперемвна, то между 109 и 100 
будеть завлючатроя только одинъ хорепь, котораго 10 и 100 будуеь 
частными иредзламн. Шели 26 вАкомь либо иромежуте? охожузен лро- 
чавлиими болёе одной перемфны, то этотв промежутонь подранифымиоь 
па меньше, вотавляя иромежуточиыя числа, и замбчають т® изъ но- 
выхь иромежутковь, между которыми обнаруживается потеря одной 
или ибекольвихь перемфиъ; послфдню, т. е. между которыми обпару- 
зживаатся потеря нфокольнихь пережвиъ, опять въ свою очередь под- 
раздбляотся иа еще боле мелые чрезь вотавыу иромолеуточезтхя чиеели,, 
кт. д, Галт наприм8рь если между 0 и 10 зак фчаомт потерю 3 поремуеь, 
то мм вотавляемь число 1,2,83,4,5,6,Т,Зи0,н емотртогь, при пере- 
ходф оть которихо изн, этихь чиеель къ слфдующему обнарулиаимогея 
иотери меремёяьь; положимие например, во при переход® отъ 2 ву, 3 
пропадаеть одиа, перемёна, а при переход оть 5 кь @ пропадают 
остальных двЪ, отеюда мы заключаем, что между 9-мя и З-мя лах 
дикоя только одимь корень, которяй такимъ обравомь будеть отдфлень, 
и Чнела 2 в 3 будуть ето частными оредфлами; что-что хасается до прома- 
жутка 01% б еб 6, 10 пиф булеть захлючазь два кория, дли раздфлени 
которыхв уетавляемь промежуточныя числа й/1;5,2;58;...... 5,9; 
и смогрииь между которыми изъ этихь чисель проиеходим побери 
перемфио. Можееь случиться, что ошять 008 поремфны оважузел пот 
рянныхи 5 одпомь изб этиху, новыхр промомутконы нримурь окя- 
ется, 110 об перемфны пропадпюеь при иереходф оть 5,9 ль 5,8: 
орда надобно зотавлять чнелы: 5,21 ,5,29;,..6,20; я продолжен, 
это до тАхь порь, лоча ие получиыт такихт, промежутков, изб кото- 
рыхф въ каждомь будоть пропадать толко одна поремфна.— Это нод 
раздфиео проможуткойвь можио инозда выхолийть скорЪе, дфля каж 
дый изь чфяр, в дотороме обиаруживается ‘потеря нфеколькихт, поре- 
ижиъ,. пополамь и продолжал это до тВхь порл иопа ие получазея 
только чаше промежутки, вв когорыхь пропадает ие болфе одной ие- 
ремфин: тогда ве нории будуть отлЪлены. 


Чо наслоноя до отдфлевя отридазехьнохь корней, +0 эта задачи 
ТЬшаетея точно такиб; по можию свести 06 м ин предыдущую нод- 
ставя въ Шаурмовы фунаци -— у змбото д; тогда выфото у луйо 
бухоть вогавлямь положизельныя числа и палиа задали, обраиаенся ‘25 


Ша — 


чольно-что разсмотрфиную, 5 тою только разницей, что тецерь при 
переходВ оть меньших значе! у къ большизь леремёны будуть вы- 
игрывенься, & не терягься какъ урежде; ибо этому переходу отв мень- 
щихь значений у въ большимь соотнфуствуеть переходь х оть 0 
э — ©. 


10}. Пусть дашо уравнение: 
И = — ба--2 


о; (1) 
мы дайдему: 


произ; 1 врет; ВФ. 


Велавлнемь — 00, (и -|- <> вь полученный рядъ Шиурмовыхь функ- 
ц и вынисываемь лишь знаки результатовь въ такую таблицу: 
Г 1 1 
| №9 191763 |3; 69| 
-- ы ——- 


В [иоло перемнъ 


+ — | - 8 перемены 
+ ` и - - 2 персукя 
Е! + | | ни одной, 


Слфховательно при перехохф отф — со кь -|- <> пропадануть три пе- 
`емфны; елвдовательно пе, три корня измиего уравнения земественные; 
Тань накь для 2=0 дв перемфлы, то одинъ. корень охрицательтый 
и два ноложительныхь, #бо въ иромежутив значены х отЪ — с д00 
пропадаеть одна перемфна, а въ промежуте ость 0 до +- < пропа- 
дають дьф, Охлвхимь положительные корни. Полагая 2==10, нолу- 
чииъ для Шоуриовыхь функщй пашего оримра зве похожительния 
значеннь кань и для в==--со; отоюда завмочаему, лто 10 есть нам- 
зыслой предфть положительныхь корней, и ито об% перемфны пропа- 
деють въ иромевутьй зиачеый х оть 0 до 10. Сяфрдуя первому обще- 
му правилу, полатаемь 2==1,2,3, и получаемь таще ряды знаков: 


=) | Т® |2 8 В@) | чибло пороибят 
+ — | — | 2 лереёны 
| | } | | 1 пережфна ; 
| — — | | - |1 доренбна; 
Е те = |0 пережбне ; 


Отсюда, видно, что по одной перем пропадает зъ промежутках 
озь О до Ти 0752 до 8; отоода заключаемь, что одинт’. изв поло- 
жительныхь корней нашего уразнеши паходится между ОнТ, слбдо- 
залвльно Ои1 суть его частные иредълы; другой можду Зи3, сивдо- 
залельно имфетт ‘5\и числа своими частныйи. кредёлами: 
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Отрицалельный корень, будучи одинъ, можеть считаться отифлен- 
нывгь; но предфиы би — оо очань широки, и потому не пригодны для 
дальнфйнето вычислена корня; ихъ можно отВенизь, поетупал совер 
зненно какъ выше, или еле лутше, по второму правилу, посль того 
кащь найнемт коночные предфлы для это корня. Полатая 2=— у, 
мы будемь имфть: 


Как эевуНа; И фу"—2; И); 


нолатаемь здфеь у==1,2,3, мы получимъ для нашихь функц зна- 
ченя со знаками, хоторые одки и показаяы въ олфдующей таблиц: 


у) ВиСи Ни (9) | число перемйнъ 


! 2 неремфны 

— — + $ пережвны 
+ — + |2 перембиы 
| 


Е — -- | 3 меремблы. 
Изь этой таблицы мы залиючаемь, (помня, 410 х==— и) что одна 


пережна проладаеть при переходь х озъ— В (для которазо значеня 
д число перешьнъ одинаково съ числомь ихь для = —00) и 

—— 2; сифдоватольно — 8и—2 суть предфлы отрицалеяьнйто корня 
налиего уравнения. 

103. Ипотда мы можемь прямо замётить что тахая-то изъ фупиий 
Штурма сохранзеть свой знаку, что будетъ, когда вев ел кории ком- 
плексные; вь этомь случа можно остановиться на этой фуиклди и 
очиталь цереизня знаховь 025 начали до этой только функщи. Тажь, 
если дано ’уравнеше (Тоднбиёег, Треоче оЁ ефцаНот8 р. 180): 


Ка = 3*— 1847 10%— 49 ==0, 


19 мы лайдемь 
ъго= 4 — 13-5, 
и ваты: 
Е) == 18 -—15%--98; 
такъ какь очевидно 
{15 —4.18.98<0, 


со .И(2) не’будеть мфпать своего знака, который ‘будеть --, камь то 
можно увидфть, полагая & 50; слфдопегельно. здфеь мы можемь 
остановится и не отысвиваль слёдующихь фушацй 1Шиуриа. Полятал 


въ нашихв функщяхь [(я)), т (а) и П(=) по очередиа==-—-05,0,-|-©5 


мы получкиь таже знаки: 
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Ее) Ро в® | ужело перемьно, 


#—=—5 -- — м 3 перемфнн 
#= 0 — - + 1 перемфиы 
2=-- -- - + © перем. 


Отсюда заклютаемъ, что предложенное уравнене будеть имЪть 
зсего дви вещественные корня: одинь отрицательный, другой положи- 
зельный. Предлатавиь читалезие сблизить оба предйла измидато до еди- 
ницы, какь то было сдфлано нами ъъ примёрё предыдущато $ для 
отрицалельнаго корня того уравненя. 


108. Прянфри ая упражнений: 
Повавать, что корни уравненя: 


в) 2 — 3 —4е--8=0 
находятея между: 
1 


1 
—8 и —2; + н +; +25 в +3; 
2) 21 — 628 -|- Ба Л4е 4 =0) 
хорни находятся между: 


и фо +в. 8 и ат я +4. 
{Тойвищег. ТЬвоме оЁ ейцаюив, р. 128—180), 
8) 24-8 — 4? ---4в --1=0 
корни находятея между: 


2 и — 5; —15 я 1 би +1; тк 2. 
(Зегтее. Сошв @АЛебыте заремець. УТ. р. 800). 


до праи тео 
5) 28 — ай -- 28 — 85-6 =0; 


6) дб --52* — 2042—1922 ==0. 
(Тобтлолег. ТЬеоме оЁ едча@ оз. р, 309). 


Вь этихъ примфрахь можно воспользоваться замвчащемь, едвлан- 
вым въ $ 102, 


Тмаононарицикй, Вношил` Алтёбуа, 


ГЛАВА 1Х. 


Отдвлене корней. Сповобъ Фурье. 


104. Сповобь отдфлешя корней, предложенный Фурье, основень ия 
сябдующей теорем, извфорной лодь именемь теоремы Бюдана или 
Фурье. 

Теорема. Пусть дано уравнеше: 

Ш К® =0, 

возьмемъ отъ фувыши, предотавляющей первую часть его, вс ироиз- 
зодныя и въ полученный тажимь образомъ рядъ фувкд: 

(2) Ге), Г), "®), Г", .. РФ, 

{изь которыхь носифдняя будеть ‘постоянная, нав® мы знаемъ), вета“ 
зниъ два числа @ и 6, изъ которихь пуеть в <; тогда чиело иере- 
мёнь въ ряду: 


(в) Ка), Г), ['(@), Г" @),....Р@, 
будеть не менфе чфив вв ряду: 
() Ко, ГФ), Г®, Ё”Ф,.... РВ; 


хотда зь раду (а) перемфиь болфе чБит въ ряду (5); то излишень 
числа перемфи® зъ первомъ ряду иротивь числа ихф во второмь бу- 
детх или раненъ числу дёйствительныхь корней уравненя; заключаю- 
щихел между а и $, или на четкое число болфе этого числа корней. 


Означая число перемфиь знаковь въ ряду (#) черезк 7., авъ ряду 
(5) чрезь7,, наиъ нужно довазаль во первыхь, что: 
7.27, 
и в0 вхорыхь, что, когда 7,> У, то 
Тре, 


тдвЁ означаеть число корней уравнешя (1), заключающихся между 
виф, ар изкоторое цВлоб число, 
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Доказательство, Тавь какъ ифлыя функии могуть уфнлть знакт. 
только обращаясь въ нуль, те число перенбнь вф ряду (2) можеть 
измфнятьел только тогда, когла 2 переходить чрезъ значеше, обраица- 
юшщее ль нуль которыя нибудь изъ функшЙ этого ряда; цотому мы 
должны разомотрьть какъ измёняется число перемфнъ ряда (2) при 
лереход® 2; 19) чрезъ значене обрумцающее въ нуль нфохолько фуни- 
и подь рилф, начиная съ первой, т, е. {(2); и 2%) чрезь значеще 
обращеющее въ нуль лВекольно подъ рядъ отолщихь ередняхл, фунещ, 

1-е. Пусть дли з==а обращаютел въ пуль р первихь членовь ря- 
да (1), т.е. /(ж) и ея т—1 первыхь производны 


Ра). Г®), Го, Ред. (8) 


Вевкда можно выбрать положительное число # столь малнму, что въ 
проможутев 


отъ до 


не будеть находится хром « никаното другаго коряя ни одной изу 
этихъ фупкцИ, и ни одного корня слздующей производной, т. е. {*(*}. 
Тогда знакъ этой поеяёдной будетъ одинажозь въ обоих рядахь; 


е—э, Ге—8, Ге-®), ... Ща, рев, | 
Пе-еь), Река, Ро-ро, Рена, вечна: ] 


что же касдется до осталяныхт, то тавъ какь кождал изь пихъ сеть 
производная нешосредотиеяно предшествующей ей, а по лемыф 6 98 
функшя до увихтожешя иметь внакь противный знаку своей произ- 
водной, а но уничтожен одна Й--въ послфщнемв ряду они во 6у- 
дуть имть зножь одинаюй ео знавомь 2*(#--=), и сявдователько бу- 
дусъ представлять все постоянетиа, знаховъ; тогиа кажъ въ первомъ ря- 
ду, если идти справа налфво, им будемь имфть все перемты знаковъ, 
Число ногоряхь, очевидно, эп; слфдоволельно при нереходф отъ перва- 
го ряда ко второму пропадаеть *з перемзнъ. Но мы видфли въ томь 
же 8 96, что функщя со своини производными до порядия р — 1-го 
включительно уничтожастся только для зи-вратиаго корня; сяфдова- 
тельно при переходв чрезъ ш-краткый корень уравнении 
2) =0 въ ряду (2) (Фурье) кропадаст а переифнъ, т, е, столь- 
50, сколько уравнен1е имфеть корвей въ промежуткВ от5 
ве до е- 

2-е. Пусть тезерь для & обращатся въ вуль в6Ъ производных 
по порядку отв Р-Р) до РН) фунвщи же примыкающуя къ нимь 
едва и справа: /\2) к Г (2) не обращаются ‘въ нуль для этого 
значешя д. . 


4) 


* 
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Вестда можно найти столь малое положительное чиело &, что между 
—ви =а&-|-г фупьщи 


РН), Га), РН) 
не будуть имфть викалого другого корня кромё &; функши-же 
(6) Пе и РННФ 


не будуть иыбть ни одного корпя; тогда знаки этихь послфдихь въ 
обоихь ряхахъ; 


Раб; На; Рав); Ренна, 


(7) 
ео: Неро; аа; Га; е-- 9, 


будуть одинаме. Что же касаетен до остальныхт, то начиная ср. 
Не 9 до посявдней (Не --#) они будуть (по зой-же леимВ) 
ныть все одиналйе знаци, слфдовяеельно предсзавлять вее постоянотва; 
зь первомф-же ряду они предотавять, если идти справа налво, вов пе- 
фемфны: воли } четное число (==2р), то знак {Е (о — =) будеть оди- 
наковъ со знакомь РАНКа — 8), (ибо посяв четниго числа псремфиь 
знахь получится прежьйй) и, сибдовательно, /*Н(е-- 5), который охи- 
нажовь 60 знакомь [НЧ а--8), а этоть одинаковь со эналомъ 
ЕН+#(@а— 8); сибдоваяельно перрая пара фунвщ, т, е. и РН) 
будеть въ обоихь рядахъ предетавлять одно и тоже: или постоянство 
нли перемныу, смотря потому имфють-ли /К) и НН) въ этом 
промежутыв оть д==и--в до хе=а--е одинмые аваки или против- 
ные, Такимъ образомъ мы видимь, что въ случав обращемя в5`нудь 
четиаго чнель == 2р поль рядь стоящих» среднихь членовь ряда 
Фурие, прочадаеть четное число перемфиь (именно {= р). Еоли-ме 7 
нечеткое число (1==2р-- 1), о "(а — 8) будеть имфть знаюъь про- 
зизный знаку Не — 8), а сизковаяельно и Г («-- 6), а потому 
зервая ларь фунещИ [1, е, {д} и 75) предотавить въ первомъ ря 
АУ перомфну или костоянотво, & во ъторомъ каобороть-— постоянство 
или перемфну, емотря потому имфють-ли 7) и ЕН) въ проме- 
жуй отв д=а-—2 до и=за-- 6 одищмце знаки или противные; в 
первом® случа въ ряду для #=е-—& будеть о чакимъ обуезомь 
1-Е 1==2р-- 3 перем ль и ди одпой въ ряду для # ==в-- 2; стало быть 
проладуть 2р- 2 перем ны; въ послвднемъ случай будетъ ихъ р нь пер- 
зомъ ряду (для в==а--в) и одиа по второмь (длниз=а-|-2); окфдова- 
тельно проладеть исего {— 1 ==. перемфнь; таким образомь въ 060- 
ихъ случалхь проладаегь четкое число перем$нъ.—Ихань, оть уничто- 
женя пфенолькихь ка’ ряду отоящихь ‘среднихь фуниий 
Фурье псегда пропадаеть четное число перем иь, 


— 183 — 


сли случится, чо дли д == и обращался #5 нуль ифехольно групнь ря- 
донъ стоящихь фуюлий, наприм®рь оть НХ) до Г), от 
РАНХ») до Г-Н), тдь м > 1-1, инт. д. то доказаниое вейчась 
примфкится ЕЪ каждой изъ этихъ групиь въ отдёльноети, а потому п 
в ихь сововунности, тан какъ сунма какого угодно числа четнихь 
чибель будет веегда четное чдело, 


Тахизгь образом мы пилимъ, что во 1-хъ перемфны пропахають, 
когда 2 переходить оть меньшато значешя п ыь болыцему $ — этимь 
доказана перзал часть теоремы, — и зо 2-хь, что веяюШ разъ когда 
д переходить чрезь т-кратный корень уралненя /(#) = 0, всегда иро- 
падаеть т перем нъ; но, въ 3-хъ, онф иропадають также к от обуа- 
зцезя въ нуль нфеполькихь ив ряду столщихь средпихь фунвтй, и въ 
лакомъ случа всегда въ четномъ числ, Слфдовалелено общее число 
перемфит, пропавших» при переходь хоть п до 6, воетоить изъ двухъ 
частой; 1) изъ чисда пропавших оть уничтожещя первой }(2) — икъ 
хтолько, сколько корней (равнихь или перавннхе) въ этомь ироме- 
жутк оть’а добу и 2} изъ четлато числа перемфиъ, пронавшихт ось 
обращения ръ дуль средвихь фунещи. Отеюда-влторая часть теоремы, 


105. Примфчануе. Если для котораго нибудь изъ ветазляемыхь нами 
чисель а иди $ нфкоторыя изь средпихь фупкЙ обращалотея зъ нуль, 
о всетаки нетрудно сосчитать число перемёнь теряющихея при пе- 
реходв оть 4 въ $. Такъ если дня х = а обращаются въ нуль. фунющи 


ИННЫ), ПН, ...... НКО, .®@ 


а АР) не=0‘при г==а, 10 для п-=а-- 8, тдВ в доогалочио 
малал положительная величива, знаки вофхъ функшй будуть одинахо- 
вы съ На), и зотому число переифнъ въ части ряда Фурье оть 
К(®) до РНК») будеть==0, когда (а) и {НХ а) имфеь оди- 
нажю знаки, к ==1, когда ихь знаки противные. Если для х == обра- 
щаххся въ нуль фунвщи: 


ИРАК», РеНи),... РНЦ), (2) 


— 2, тдф 2 доета- 


а ЕН) не обращается зь нуль, 20 длях 
точна—малая положительная величина, рядъ 


То —9, Гена), ен —8),.. ре — 8), ео — в) 


будет предотавлять, если идти справа нал№зо, все перем ны, и только 
пара {Ру — в) и /2-Н\ — г) ножеть прехолавить постоянство, когда при 
4 четвомъ, знаки /25) и {+ Ь) одинаше, я ирид нечетномь знахи 
этихь фунйц противные, Тавниь образомев по знавамъ двух пеуничтожа- 
юищихоя фунеши можно судить о зказах, которые будуть ИмтЬ про- 
межуточныя. между ними для а--е въ первомъ случа, и для. р — 6 во 


второмь, тлф # величина положлтельная сколь угодно малая, и таким 
образомт можно будеть всегда оиредфлить чиело переывнъ пропаха- 
ющихь, кора хоть и переходлть иъЬ. 


ели, желая разхьнизь интерваль отр @ до ф на дьф части, мы 
зетавляемь промежуточное чнело в, (#& е<.}) ин аля в=е язеволь- 
ко изъ рядомь столщихь фуньшй обращастея ть пуль, то для онре- 
дфлени числа пропадающихь поремфиъ въ нитерваяВ оть а дос, мы 
должны опредфлить знаки увичюкжающихея для х==с фунаий, вакь 
жо было сейчас указано дли случая, когда это нотрёчается для ш==В, 
а хля опредфлемя чиела перемфнт пропадающихь ъъ интервалв отЪ 
в до Ь, мы должны знаки эзихъ функ опредфлить, вакь то было 
вкиие показано, когда то зо олучаетен дия 2=а. Наиримфрь если для 
ш==е обращаютея въ пуль функии {д Ге), РУ, в КА) 
равно вонь к [”(е) яв==0, но [" (6) < 0, в (6) > 0, то мы бухемъ 
мер при #==с дли функ; 


го Го Ро Го П® 


таз знави 


0 о -- 
+ 

т зеухне Заки нужло взять для интервала оть а дос, нажню для 
зитервала 015 с до В. Въ этомь заключается тахъ называемое прави- 
ло хвойнато знака. 


Е 
9 


Этоть случай предетавляетея между прочимъ, когда  уравневе не- 
полное, т. е. такое, изкоторые козффищенты котораго разны пулю, каиъ 
напримфрь въ уравиоли 

Чаи 1550; 


тогда ифвоторым производных будуть безъь постояннаго члена и лото- 
му обратятся вт, нуль, когда положим х==0 (въ. нашемь принр» 
производныя зтораго и третьяго порядка), 

Вх этомъ случаВ слбдовательно должно пользоватьея правиломъ двой- 
нато знака, когда вставляемь 0 вывсто 2. 


106, Есхи примемъ а=-со, & ф==-- ео, то 7 о==я, & ТУ 0==0, 
ДЬветвительно члены съ наивыетими стеконяни 2, отв которыхь зъ 
этомъ случа задисить знакь, во позжь фунющихь Фурьё кмёють коз 
фишенты съ одинаковьмь знакомь; ибо эти коэффищенты различаются 
только числеиными множителями, тогда накъ поназалели слелени и 
этихь уленовв идуть убывая на единицу; поэтому для х=--с0 они 
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будуть имфль одппажме звави, тогда кавъ для г ==-—<0 поперсмвнно 
+= я —. СяБдоваельно 


У ю— ТГ ю=% 


т, е, зиелу вофхъ зорней ‘уравнены, камь вощественныхъ, такъ и мни- 
мыхр. Шо всВ эти нерехфны проладаютъ по предыдущему иди при пе- 
2 трезь вежественный корень {(1), или чрезъ корни среднихь 
функций, въ ханомъ случаф ихр незремьнио пропадеть четное чиело. 
Если вакимъ либо образомт памъ будетв извфетно, при переход 
г оть — 5 шь --° Эр перемзиъ пропало оть уничтожещи средпахь 
фунющи, то‘уразнене наззрно будоть имфть др мнимыхь корией; ебли, 
намтъ будеть известно какь нибудь, что всего только Эр перембяь 
пропало от уничтожещшя среднихъ функцИь со’ тогда оетальяые 
и — р корня будуть необходимо вещественные. 


Фактъ потери извфетнато числа неремёиь оть обращена въ нуль 
срехнихь фулкшИ можеть быть безь труда констатировань, когда въ 
уравнены  вохватаеть пе менфо двухв рядомь стоящихь членов, 
ДЖайствительно: въ такомь случай равное чиело членов рлда Фурье 
обращаетея въ нуль дяя и==0, не имфн злена невохержашаго &;у и 
слдовательно при переход® черезь нуль иронадаеть или $ перемвнь 
(если 1 четное число недостающихе членовъ} или. 1-51 (когда } нечет- 
#06); елздовательно если $22, то назФрно дв или боле перемёнь 
лропадають отъ уничтожения среднихь фуккщИ. Отеюда захлючаемъ, 
что вогда въ уравнеши нехватаеть не мене двухь рядомь. отоящихь 
членовъ, (хань въ примйрЪ предыдущего 8) то такое уравнене лаз р- 
30 имфеть инимые корни. Есци $==2, ло ихъ будеть не иенфе одной 
лары; всли-же > 2, но четное: }=9р, то ихъ будетк не менфе р 
паръ; если-же 2=9р-|-1, то ихь бухеть не менфе р-|-1, когда, для 
д==50 знаки членовь ряда Фурье, между которыми каходятея обра- 
шаюнияся въ нуль, одинаковые, и не монже р, йогха эти знаки про“ 
тивные, какъ то сдёдувтв изъ выше даннато доказатеньства теоремы 
Фурье. 


107. Теорема Декарта всть частный случай теоремы Фурье: пола 
тая р==0, мы подучимъ для значений /(2) и ея проязводныхт зели- 
чины, которыя численинми иножителями будуть отдичатьел оть козф- 
фящентовь уравневя по порядку: 


90, му 49, +... был, @; 


олёдовательно 7, будеть равно числу поремёнь оторо ряда (— пуеть Р), 
и вавь Уно ==0, то 


7 —Ррь=Р 
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и представить чиело вобхь перезЫть пропавитих» при переход # оть 
0 до со, елбновательно это число будеть или равно числу дЬйстви- 
тельныхь корней между 0 и --о2, т, в. числу положительныхь кор- 
ней, или четнымь чиеломь боле, а 510 и есть теорема Декарта, 


108, Теорема Фурье ве даеть точяато числа корней даннаго урав- 
неня, завлючающихея между данными числами а и В, а лишь выспийй 
предёль этого числа корпей; только зъ двухъ случаяхь она даеть не 
высший предфль этого числа, а само число; это 1°) котла при переход® 
д оть а до Ь не пропадает ни одной перемёны, слёдовательно 


У, — 7, =0, 


— вв тадомъ случаЗ уровнеше не иметь ворпей въ промежутк$ оть 
адоф, и 2°) когда проиадаеть только одна меремфна, т. в, когда 


—и= 


въ какомь случа уравнеле /(2)=:0 будеть имёть назЪрно одинт хо- 
фень менду «ик притомь только одинъ. Фурье, показать, пать 
можно чрезь вожавку промежуточныхь чисель между первовачальны- 
ми достигнуть того, что для каждаго промежутка между двумя посл#- 
довалельными значещяый 2 будеть имфиь мото который нибудь изь 
этихъ случаевъ. 


109. Составимв сперва строку увазателей. Озкачихть чрезь 7,” 
чиело перемфнь эъ ряду; 
0) а), Р@), Г®,... Ра), ... 9), 


начиная отъ (а) до послдыей, т. е. до 7/0); точно также черсзъ 
7; означимь число перемфиь зъ ряду: 


2 0, Г®, Го, 4. №)... 90, 
оть {5 до цослздией; тогда равноеть: 
(8 Д.Р 7 


будеть по теорем Фурье (хоторал озовидна. иримфпиий и къ каждой 
производной) выений нредфль числа корней уравненя 


{4 и =0, 


завлючающихея между а пр; и чазызаелея указателент функщи 
12). Подпищень подь каждой фулищей ея указатель: 


5) А АА... А... Ан 
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мы буденъ имфть строку указателей. Два рядожв стоящихъ члена 
строки улазателей могуть разниться тольшо на единицу. Въ самомь 
дал числа 
1—1 # 
7. = р, 


могуть или вовсе не разнитьел, или разниться на единицу, т. е. иля 


тети, <) 
иля 
тии @ 
первое будеть имфть ифето, когда 
о я Ро 
дредотавлилоть постоянство, второе— когда они предотавяяють поремёну. 
Тавнымь образонъ Ри У,’ будуть или разны или разниться на 
единицу, т. е, или 
Тит, (8) 
или 
Тре у--1. 9) 


Здфеь теперь возможны 4 комбиналуи; во 1-х5 


‘отда, вычитая нижнее изъ верхняго, найдем; 
Аа=Аь; (10) 

30 2-х: 

Хуа, 

=; 
чогда будеть: 

Ди А-Е т; (1) 
въ 3-х; р : 

=, , 

ры 
тогда будеть 

А ==А:—1; (13) 
въ 4-х: 

ур иН 

ети 


тотда опять будетьу . 
А-=АЕ (18) 
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изъ (10), (11), (12) и (18) и еябдуеть сказанное. На оснований этого 
риль указателей можеть примчфрио имфть тавой видъ: 
5,4,4,8,4:3,2,1,2,8,2,1,1,0,1,2,1,0,1,1,0,0. 

110. Пробфгая рядь указатолой слёва на право, остановимь наше вни- 
ан! на первой единиц, послф которой (слёдовательно справа) стоить 0; 
лередь тамою единилею (т. в. слёва) можеть охояаь или 1 (ввьъ въ 
прим\р® предьдущаго 8), или 2. 

Раяберемв отд®льно каждый случай, 


Пусть кля функщй: 


а) п-т) По Ген 
имотся таые указатели; 
{2} Ду Ду=т; Ария 


Послфдняя изъ этихь функц иб имфеть корней между ви; но 
первых дв имфють по одному вещественному корню между этими пре- 
двлами. Эти корни необходимо различны: въ самомъ длЁ, если-бы эти 
хорни были одинажовы, положимь оба =; тогда, закъ каюь было- 
бы заразъ 


9-0 и = 
@ было бы хвукратнымь коряемь уравнешя 
джо, 


& потому укавалель этой фупкщи, т.е. Ду—1 быль-бы ==3, в по 1, Итамь 
хорни этихь функц различиы, Пубть @ хорень нерзой` изъ нихъ, & 
хорень второй. Такъ какъ @ и 8 различны, то всетла можно найти 
зосредетвомъ пробы, такое число с, которое лежало-бы между аи. 
Тогда интерваль отв а до $ раздёлится этою величиною на два: от® 
& Кос, и от @ до 6; въ одном изъ нихь будеть лежать а, въ дру- 
томь @; & потому для калдато ихь нихъ указатель одной. изъ функ- 
д будеть Г, & другой 0. Пусть напримвръ. 


в<3а<6; и в<в<Ь; 


тогдь будемь инфть для интервала оть д до с таже указалели дия 
нащихь трехъ фуниц!: 

1, 0,0; 
а для интервала оть с до 5. таве; 

0, 1,0; 


35 обоихь полинхъ, рядяхь первая единица, икфющая справа. отъ ®- 
бя нуль, подвинулаеь злфво. 


— 199 — 


Новые получениые интервалы подвергаень такому-же изетВдованНю 
х подраздфленио на части ветавкою промелуточнихь чибель, пока не 
получимь тавихь интерваловъ, ддя которыхь будеть 


А=1, ДА =0; 
или пова не дойдемь для кавихь либо трежь послфдовательныхь чле- 
новъ ряда Фурье до тавого ряда указателей 
2,1, 0. 

Этоть случай (который могь и сразу вотрЬтиться дъ раду указаче-- 
дей для промежутка оть а до 5) предетавляетв больше затруднен: 
въ этомъь случа именно функ, которой указатель==@, можеть. 
иывть или два вещественныхь кори, или пи одного. Фурье дамъ одна- 
во критерЙ для различен отихь случаевь. Этоть критерй доеть 
сибдующая теорема, 

111, Если Ре) иметь межку ви два вещественные кор- 
ня, то мепремзнно будет: 


®) _ Ра 
О О в о 
Ро Р® 
обратное же заключене не имфеть мфога, т.е, сушоствоване этого 
неразенотва но указываеть еще на существовал! между я и 8 дЪй- 
ствительныхь корней, Но, если кории уравнения; 
Е=0 
мнимые, то всегда можно найти тавя два числа чи 6 менду 
аи, что бухжеть: 
#®) _ Е® 
в® Ро 
тавь что, какь скоро выполнено это нераденотво, ны можемъ’ быть 


уврены, что уравненю Р(2) не иыфеть звощественныхь корней яъ 
разоматриваемомъ промежути, 


Доважемъ сперва неравенство (1), для чего допустииз, что уразнеяе 
Рву=0 р 
иметь мешду а и 5 два, вещественные корня, которые означимь чрезь 
ан И 2, призень пусть д «а Тавинт образомъ 
| < < <®. 


>8—«; [у 


Ми ныфемк тождественно: 


Ее) 


— 10 -— 


0 понятно о корнф, разложимт первую часть по строк® Тэйлора съ 
остаточлымь членомь Лагранжа, оставезливаяеь на пторомъ члень; 
"тогда это тождество предотазитея тан: 


д) = Ва а — в] = Ра) -- (а — ЭР а-- а — в] =0; 
хдЪ $ изкоторая правильная положительная дробъ. Отсюда, мы получим: 
ИИ а) 
41) д =а ра 


Здфсь второй членъ будеть положительный, ибо (а) и Е“[а-- аа), 
завь значешя функци и ея производной для значешй х, меньшихь 
хорня первой, имфють противные знаки. Точно также ыы имфемы: 


Е) ==0, 


или 


Ебра) == РФ — ($ — ш)] = РФ) — ФЕТ —иф-- 2) 0, 
тдф ® тощо нфкоторая прарильнал дробь. Отеюда мы нолучимь: 
2. 

Ри (-— )] 


ЗАЁов второй члешь есть отрицательное количество, тажь какь ЕВ) 
и №6 -— 0 —2)] инвють знаки одинаковые, кажь значошя функщи 
и вл производкой для значенй с болынихь корня ж первой. 


Еели фуныци 


(2) а=ф— 


и) РФ Р® 
инфюзь для интвервала сть а до Ф таве указатели. (какь это мы те- 


терь предполагаем»); 
р] 1 0; 


то онф икбють или таве злаки; 
Е (=) | Е) | "< 


для х = Г -- — = 
4 ия в=Ь + = 
” казалели 2 1 0 


ли же 186: 
Е | у | Р"® 


для г=а — + — 
Дия = — — - 


©’ 


указатели 2 1 о, 


— ши - 


Въ первохь случа (4) функцы 2”) въ промежутьВ отъ а до & 
зе возрастаеть; но капь для г==а и для ха Ка— а) она < 0, 
х0 численно она убываеть; олВдовательно: 


—Р@®@>—Ке-- К 9], 
2) < 2) . 
Роба -9' 


вели теперь въ равенство (1) подотавимь, въ правую часть ето, хЬвую’ 
часть этого неравенства умфето правой, то обратимъ его въ таное 
коравенотво: 


в потому 


ХО Ё 
а >, {3} 
{ибо придаемъ въ & менфе надлежащей величины). 
Зочно также Х’(#) возрастаеть от х==— (6-25) до 2==5; но 
въ этомь промежуткз она положительная; сафд, 
ЕО Еф), 
Е®. 2 
го 6—1 (6—2) ^ 
Замфцивь въ равенстев (2), въ правой чаети его, правую часть это- 
то неравенотва ифвою, ‘будемь имзть: 


в <5-—20, ю 


а потому 


{ибо изь $ вычитаемъ мевфе надложелцей величины). Вычитая теперь 
{3) изв (4), получимъ 
#6) а 
та! 


жби хаб (26-26 


или 
#® 20 

=-=-+(Ро-20 

слфдовательно тфиъ болфе (тажъ какь и — 0 > 0) будеть: 
29 _ ко 

хо #® 


) <; 


<Ь—а, 
что соклавно съ (1), В 

Точно таже докажетея ото неравенство во второмъ случа (В), 
ьпредставляемомъ знаками функли (8) и ел производиныхь. 

112, Переходим телерь къ доказалельству перавенства (П), стало: 
быть предпололаень телерь корни фунзщн 2) иниными.. Тань нахь 2“) 
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иыфеть между @ и 6 одннь вещественный корень (ибо увазалель этой 
фувющи Ду ==), то пусть ояъ будеть у. Тажь кавъ №) по предпо- 
доженню въ промежуткВ отъ а до $ не имфеть вещеетвенныхь корней, 
те она сохраняеть свой зпавъ въ этомь промелеучи?, зеегда, конечна и 
отлична отв нуля. 


й ‚ #@ : 
Волдстве этого отноше! 20 при нвыблеши хоть а до 7 из- 


УВнлется оть 20 и до — ©: (ибо знаки Д(я) и ры (=) для этого про- 


межутна различны); при измёнещи ме хоть $ до у она измвцяется 
оть о до -<2 (ибо ль этомь промежуткв 22) и (2) ииоть 
одинакю влажн). 
Отсюда слёдуеть, что всегда ножно найти такое значеню @ < у, 
что будеть; 
2%) 
2*@) 


>Ь, 


и такое значеше @ >, что будегы 


8) 
7 


1 
гдф й оволь угодно большое положительное число, напр. й > = @—а). 


>», 


Сёледывая послфдьн два неравенетва, нолучимъ: 


„Е®) _ 2%. 


торе” 


и слвдовательно, п фогЫог, если 1>16—0, будетъ: 


18) Ж&® 

т Ро” @ 
и цодАвто: 

0 9. _ 

РР Ро“ 


ибо 5—в>в-— а, тавь вакь вон @ промежуточныя чнела между аи 5. 
Это же неравенство и ость неравенетво (1) теореми, 


118. На. основави этой теоремы мы захлючаемть, что, коль своро 


2) - Ра) 
Ро Ра? 
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чо наша фупкюя №(2) въ этомъь промежутк® не имфоть вешществон- 
ныхъ корней; сиздовалельно 2 переыфны пропадають оть уничтожены, 
средней фушеци Р“(2). Ноэтому, еени 22) озкачаеть одну нзь функ- 
щй ряда (1), именно 7), 10 въ ряду фунвий Фурье при переход» 
хоть а къ 6 дв неремфиы пропали, как мы челерь убфдились, от% 
уничтожешя среднихъ функц, а потому изъ вофуъ указателей злфво 
до первой едицицы слздуетв вычесть 2. Велфдстью этого первая еди- 
пица, инюшая зправо отъ себя 0, подвинется вл во. 


Еели-же получимь: 
ГО _Е@® 
Ра 


то вставляемъ промежуточных числа до тЬхь поръ пока или: 1-е) пе 
дойдемъ до такого числа в, для котораго звавъ #52) будеть проти- 
венъ знаку ея Дия г==а я л==8: в5 этомь случа Р(%) будете имфть 
одихь венественный корень между а и се, другой можду си 6; при- 
чер для одиото изд этихь иитерваловь первая единица, имфющая 
справа оть себя нуль, подвинетси влфло, пля другото-же получиуъ 
рядь указалелей 1,1, 0, который разберемъ по 8 110; или 2-в) пока 
не дойдемь до такихь двухь чисель а и @ для которыхь. получится, 


`Р®_Гг@ 


РЕ 
что непремфнно случител, если уразнеше (2) =0 кз имфеть веше- 
ственныхь корней между а и $; жавь въ такомь случа постуреють 
дальше, уже было сказано выше; Такимь образомь мы веегда можемь 
дойти; 1-е) до того, что будеть или А ==1, или Д-==0; въ перпомъ 
случав корень будеть отдёлень, во второмь’ дожазано его несущеетво- 
ван в5 этомъ промежуткв; или 2-е) до ряда указателей 


Д=1, А, =1, Да=0, 
который зеегда можно ($ 110) чрезъ. разифлеще па дз части ироме- 
жутка оть а до 6 свести или иъ предыдущему, или такому; 
Д=0, А, =1, .Д»==0; 
или, 3-е) придему въ ряду 
А=З, Ат, Д:=0; 
въ такомъ случай, при помощи критерума Фурье; или 10, докажемь 


мнимость корней; или 20, еведемъ этоть. случай къ хвумь предыду- 
жимъ, корда корни уравненя 2) ==0 дВйствительные. 


<Ь—а, 


>—&, 


114. Появнимь` изложенное примфромь. Пусть дано уравнене: 
о-ва — 6-0. [6] 


— 44 - 


Озналая поррую часть ето трезь /(2), будемь имфть тонкой рахъ 
функый Фурье: 


ров 6; 
Роя — а: 


(2) 


| - 

Полатая зд #=-— 00, #==0, #==--со будемь имфть тавую таб- 
лицу знаковь, гдз въ эначеняыь [(0) =0 и /7(0)==0 примфнено 
правило двойпаго знака (8 105): 


ОМИ 
з © | | | 
Е 0 + $ 
а |+ 
Изь этой таблицы видно, что 
У_о=8; Р=3;® Г =0, 


х слёдовательно въ промежутЕ$ оть — со до 0 (верха! знаки надь 0) про- 
падають хвз перемзны: 

Ию И=5—8=2; 
а в5 промежутеВ оть 0 до --со (нинийе знаки подъ 0) проиадають, 
три перемвны: 

Р-Р =8—0=8; 
откуда заключаемь, что наше уравноне можеть имбть две отрипа- 
члельныхь и гри позожительныхь корня. Отдёлимь ецерва положитель- 
ные корни. 

115, Полагая 2==1, мы будем» ить: 
а) Ко в; Ра) =0; Ра) = в; "(== 
РУ) =- 120; Ра)=- 100; 


сиБдоветельно для иромежутна оть 0 до 1 будежь инфть тавую табли- 


43; 


ду знаков и ухазателей: 


ЕР мг 
ао |+ 
= + 
А тя 90 


*) Дин обоихь оныковь при пузаха здбоь ункитожен!е  оредиихь о фунящи ке уо- 


«иТЪ поремйнь. 


— 14 — 


Зддев первая единица, ихфющая сирава оть себя нуль, сл ва имфеть 
2: олВдовательно мы сразу вотратили случай, резрфшаемый съ помо- 
иию крятерм. Фурзе. То, что мы обозначихи чрез №2), есть теперь 
@®, и сябдовательно Р”@) булеть (д); наше а веть 0; наше 5 
есть 1; потому выражешемь 


20) _ Е(@) © 
гФ ЕР 

будетъ теперь такое: 
Ро РО. в 
т") ту 


во по (2) предыдутате $ имфемъ: 
ОА; РФ =—18; 


внося отсюда и изъ (1) значешя фухвьшЯ для 2 ==1 въ выражение (5), 
будемъ имфть; 


8 4 ты 28. 
+42 —18 тэ 53 58 <1; 
тавъ накь ф—-@=1-—0==1, то мы находимтъ, что 
Ро _ го 
77) #70) 
слфдователуно возможно, что корни функши {"(2) между 0 и 1 будугь 
дВйствительные; & потому нужио этоть промежутокь отъ 0 до 1 раз- 
дВлить на части, вотавляя наприкфръ 0,6 выфото =. Сдфлазь это, мы 
бтдемь имфть для первой половины прежнято промежутка, т. е. отЪ 
0 до О.Б такую таблицу знавовъ и указателей: 


ОИ 


<: 5, 


А 9 0 1 0 0 о 


& для второй половины ‘прежняго промежутка, т.е. ‘ать 0,5 до 1, та- 
зую табляцу: 


Е“ 


#=1 { | 


д 2 1 1 1 о 0 


Изь этихь таблиць видно, во первыхь, что’ (=) з5 самом сяфль 
инфеть 2 вощественныхь кория между Он 1, такь хавь ея указа“: 
Тихонандриций, Высшая Алгебра, . 10 


— 146 -— 


тель для этого промежутна 9 разбилоя на двЪ единицы, из которыхь 
одна указываеть на присутотве одного корня въ промежутЕв 075 0 
до 0,5. другая на присутотве охного корня въ промежути оть 0,5 
до 1. Во вторыхъ, — что для пашей цфли собственно и важно, — ука- 
залель фуньщи (=) для нерваго промежучка есть 0; для второго 2; 
слфховательно въ первомъ промежутьв она не имфеть корней, & во 
второмь, можеть бить, ныЪеть два. Олбдоватедьно мы должны теперь 
заниться из Бдовазлемь этого второго промежутка. Первая единица, 
(во второй табляф) имфющая спраза отъ себя нуль, осталаев на преж- 
цемь мфот® (подъ [”); но она тешерь имфеть слЪва оть себя едини- 
цу; а потому мы теперь имфемь первый случай, розсмотрённый въ 
$110, Согласно ухазаниому темъ, мы должны постаретьея отдзлить одну 
9ть другой эти дв ридомъ отолния единицы (указатели ["(л) и р" (®) 
для разематриваемаго промежутка), зочавляи промежуточное число; въ 
этою цлью мы поделазнмь 0’ зыфото 2 въ наши функции. Сдлавъ 
это мы будехь имфть тая теблины знаковъ и увазателей: для проме- 
жутка оть 0.5 до 07 


КРИ 
Ин 
ЕЕ 
ото | 
|“ 

++ 
++ 
те [о|о 


Ивь послжхней видно, что между 07 и 1 функия К(®) не имфоть 
зещественныхь корней; изъ первой, что оба они-—-вели существують— 
находятся между 0.5 и 0,7. Эдфеь мы должны для разълененя волро- 
в» 0 ихъ вощественноети примфнить нритерй Фурье въ {(2) и } (2); 
по, тавъ кань 

20.5) == — 5,3437 и 1 (0,5) =--0,21875, 
КО,Т) = — 8,88098 и [/(07) = — 0,4095, 


то, не производя дЪленй, легко видфть, ‘что будетъ , 


(0,7) 


). 
"РОЛ РОБ 


откуда заключаемь; что межиу 0,5 и 0,7 наше ураввене не“иифехь 
вещественныхь корней. 


> 0,7 — 0,5 


— 4 — 


Таким образомь наше уразнеше иметь только одинъ положитель- 
ный корень, которий необходимо больше единицы, тавь хакъ мы сей- 
чась убфдились, что между О и 1 наше уравнене не имфеть дёйстви-. 
тельныхь корней. Чтобы найти его высший предфлъ, попробуемь вета- 
вить 2 зыфото х въ первую часть уравиеня; получинт, что 


Ка=-ю, 
т, е. иметь знакъ противный тому, возорый она имфеть для х=1, 
сябховательно единотвенный положительный корень ея находится меж- 


дут1и 2, хаковыя числа и будуть поэтому частными предёлами этого 
корня, который таким» образомь отдфленъ. 


116. Переходимъ теперь къ огдёленю отрицательныхь хорней наше- 


то уравкеня. Полагая #=—1 въ нашихь фунещяхь Фурье, полу» 
чаемъ для интерваль отъ-—1 до О тажую табливу онаховь и указа- 
телей: , „ , 
- Е Е ЗЫ ПВ 
р И 
1—0 : об | 0 +! 
д ооо о|о 


откуда ясно, чзо 7() не ниЪегь корней между —Т и 0. Подетавляя 
— 2 вито 2, мы будемъ имть для промежутка оть—2 до— 1 та- 
кую таблицу знаков и указателей: 


И 


А 21| то 


Здфсь первая единица, ихфющая справа отъ`себя нуль, имфете слё- 
ва оть себя 1; олёдовательно мы должны этоть промежутокъ разд%- 
лить на дв части ветавкою промежуточного числа между —З и —1; 
зотавниь —1,5: мы найдемь, что 

И =-Ь08195; 
тАБЪ кавъ это зкачене имфеть знакь противный значению /(2) хая 
&=-—1и #=—9, то мы отсюда завлючаемь, что наше уравнене 
имфеть по одкому коряю въ каждой половин проиежутна. отв — 2 о 
—1, 1. в. одинъ корень будеть имЪть предфлами числа — 2 и— 1,5; 
другой числа — 1,5 и 1. 
117. Такимъ образомв ваше уравнение: 


2—6 ==0 . {3). 
* 


— 18 - 


иметь три веществекныхь корня: одинъ положительный между |1 
и --2, и два отрицалельныхь: одинъ между —2 в — 1,5, другой 
между —15 и —1, Этоть резульзоть легко провфрить дли нашего 
уравневя такимъ образомъ. Взлюь вв первыхъ двухъь членахь 53 зь 
скобки, въ послёднихь двухъ |2, мы дадимъ первой части сго та- 
хой видь: 

(и -|-2) (2 — 3) 


сявдовательно наше уравненю распадается на, два такихъ; 


изъ которыхь первое имфеть оба корня вещественных, именно 


Из =-Ьта...,. 


тогда кавъ послфднее только одинъ вещественный корень, именно 


8, 
—УИ?=—124....; 


слфдовательно, дЪйствительно положительный кореь находится между 
+ !1я-{2, а отрацательные—одинь между —Ти — 1,5, другой 
между — 1,5 и —2. Уравнено, подобно ризомотр®нному, приводяткее- 
свя къ урзвнетямь нисвтихь степеней, чрезъ разложее первой части 
на рашюналькые множители, пазываетел приводимыме (г6аеиые); 
вели-же первая чаеть его не можеть быть разложена на ращональные 
множители нисшей степени, съ ращональными-же коэффишентами, то 
оно называется кеприводиныма (птедисНЫе). Таково наприизръ 
уравнене 

0. 


2—1 


Это уравнене имфеть по крайней м%р% одивъ вещественный корень, 
который будеть непремённо положительный. (см, $ 83). Предлагаемь 
читачелю отдфлить его. ` 


118. Для облегченя вычислевл результатовь вставки десятичныхь 
дробей въ фунищи Фурье, полезно составить на. передь таблицу сте- 
пеней вотапляемаго числа’ оть первой до инвивысшей, опредфхяемой 
степенью ураоненя.” Такъ въ $ 115 намъ поиздобилоею зетазить (5 
въ члены ряда (2). функц Фурье. Такъ кавъ отепень уравненшя (т) 
ебтв 5, то мы составляемъ слёдующую таблицу: 


< 0,5 = (о, 
Х_05 
0,25 == (0,5) 
х0,5 
0.125 == (0,58 
хо,5 
0,0625 == (0,54 
хо 


0,08125 == (0,53 


поел чего останется только помножнть каждую степень на коэффи- 
щенть ея въ вычисляемой фунищи и результаты сложить алгебрая- 
чески: тогда и будемь имфть зночеве этой фунвдё для 2==0,6. 


Такимъ образомъ найдемь: 


0,5) = 
20,5) 


#“ (0,5) 
1% (0,5) = в 60; 
(0,5) =-- 120, 


119. Для облегченя подобныхь вычисленй можно пользоваться и 
строкой Тойлора; по которой для функщи 5-й степени, наприм#ръ, и ея 
производныхь будемь имёть; 


, ол № м Гы — 88 
Пон По ГО ов, 
печь ге пен РОС 


Ре О ра ие 3} 


и имо гы, ; 
Перу (--Родр 
"(Ню -. 


Изь этото ряда формуль видно, что еели ны напишемъ въ порзой 
строчкв функции стояния тЪ первомъ столбц посл® знака ==, во 110- 
рой отрокф напишемь количества, стояния во втором столбдь, ит. д. 
и зави бложикь количеетва по слолбщамь, 10 въ первомь отодбдй 
получимь {(#-- 1), во второмъ 72-Е) кт. да 


— 40 — 


Р(@) Г И СРО 
в Г® № Я ВР" В РФ 


= 2, Гы м 
Г та" с ий: о О 


Ибиы | 


2) го 
рф 


т "та ра" й 
п" а 7 
ТЫ т) 
тео | Рену ГРеь ГР”еь ГАУб-Рь Ген 


Отсюда олёдуеть такое правило для вычислешя значенй, которыя 
имбють фунешя и веф ея ироизводныя дла я =а-- №, когда ны имфемь 
ихь значешя для д-=а. Написазь посладн!е въ строку, помножаемь 
хаждое на № и произведен подписываемь подь числомь, отоящинъ 


№ 
влро оть умножаемаго; полученныя числа помножаемь на <_ и нод- 


пиенваемь одять каждое подь стоящимь слёва оть умножаемаго, и 
т. д.; по окончани этой операщи, охладываенъ по столбнамь, и пол}- 
чавыь испомня значеня функдЁи и ея произподныхь для х==а-й. 
Тажимь образомь принимая #==0,2 мы можемъ по значешянь (1) 
и ея производныхь для #==0,5, найденнымь въ предыдущем $, вы- 
чяслить значевя этих функшй для д==0,7. Замётимь еще, чго ‘на 


: » 
практик умношеше ка в Энполняетоя снор%е, если мы’ будемъ по- 


множать на й, а зал®нъ полученные результаты дЪнить н® ли, обта- 
давливанеь иа, требуемых десятичныхь знакахъ, Эти вычисленя 1по- 
казаны в» елёдующей таблица: 


Е Ё Г Г ДУ [ы 
$84875 |---0,0695 2,5 3 1480 [4100 
0,2:1 --0,01250 |--05  --06 1-12 +24 
0,2:2 |--0,05  |--006 |412 |484 


0,2:3 |--0,004  |--0,08 |--016 
0,2:4 |--0,00%  |--0,008 


0,:5|--0,0082 
о |-689775 [1086 [8 
---0;01970 |--0,1505 |--1,36 


=—5,87805 |--0.4095 |-1,74 |4 |4-8«  |4-120 


Такямъ обравоиъ, мы мелшли, что 


+0; 
ИТ) == 84; 
от) =-190. 
120. Предлагаечь еще нёсколько примфровъ для упрежненя. 
1) а Баз — да -- 95 ==0; 
2) д — бай — Юр4=0; 
06а эти уравнезя приводимм, кавь и уравнеше $ 114; такимъ обра- 
зомъ читатель будеть имфть повёрку рёшевуи. 
3) ди За тай 10-1 ==9, 
{Тодтёнтеръ). 
Наконешь читатель можеть‘ примЖинть способь Фурье для отдёлева 
ворней къ уравненямт $ 109 и 103. 


ГЛАВА Х. 


Вычиелене корней. Сповобъ Ньютона, ивправлен- 
ный Фурье. 


121. Изложениые выше способы отдфленёя норней могуль служить 
тавже и для вычиелешя корней съ желаемою точностНо: стоить только 
оба предфла каждаго коркя чрезь послховалельное ветавдее прог 
межуточныхь чисель еблизить до того, чтобы разноеть между высшимь 
и ниешимъ преджлами его быдла мевфе данкаго числа: чотда дееатич- 
ные знаки, обнце обоимъ предзламъ будуть необходимо принадлежать 
и лежащему между ними корию, который тавимъ образомь к будет 
зычисленъ съ требуемою точности, Однако, хотя этотъ способъ и вёр- 
ный, т, е. всегда приведеть къ желаемой цфли, тЪмЪъ не менфе на 
прахтивв онъ оказывается неудобнымъ по причин массы вычнслевй, 
требуемыхь имъ, Когда предфлы корня достаточно еближены, то дал 
дальнфйшаго приближеня къ корню въ Высшей Алеебр% имфются дру- 
11е способы, болфе удобные на практик. Изъ нихъ наибольшею изв}- 
отностью пользуется способъ Латранжа, основанный на теори ивпре- 
рывныхь дробей, и спобобъ Ньютона, исправленный Фурье; мы изло- 
жикъ только послёднй, болЁе простой и по теор и на практик *), 


122, Пусть между а и В ‘заключается только одивъ корень уразненя 


1) К®=0, 
воторый означимь чрезь 2. ; тогда будеть тождестяекно: 
(2) Кад=о. 


*) Сновобь Лагранжа читалель можеть пайти ть укабанныхь вышо соуанешик» 00- 
вова и беге, & тазже съ „Лекщяхь Алтебриичеенаго Аналиви Осгроградемиго, 60- 
ставиенныхь к подецкюхь Вурачкомь к Зеленым, 

3Вь „Алгебраичесномь Анализй“ проф. Янишовомиго (Казань 1860 г.) читалехи изв 
дуть опособь Греффе, основнный: на начахихь сочершенно отинчеыхь - ое% ^ обоизь 
упомянутых зв текст, 


— 13 


а =а-- (и —4); 
м == — 6 —м); 


слфдовательно лёвую часть (2) можео представить, при помощи строки 
Тэйлора, остановленной нё зторомь членф, двоякимъ образомъ, иненно! 


Ка) = (а) (а —а) Ра ба а)] == 0, (3) 
Ре) = — 6-м) РГ —в@-—м)]=0, &) 


тдВ 9 и  означають нфкоторыя правильныя подожительныя дроби. 
Отсюда получаемь ташя два выражешя. для корня: 


р (а) 
пои] ® 

„= #6) 
я ть" ® 


06 эти формулы, какъ содержашя саму опредфляеную величину 
ли в0 второй части, не пригодны для ея вычислен!я; во оз могуть 
повлужить намъь для вывода выражен нозыхь, болёе тВеныхь, пре- 
Дловъ этого корня. Для этого необходимо предположить, что предё- 
лы аи настолько уже обдижены, Что между а и Ф нк {'(2), ни {"(2) 
не имВють ни одного корня, тажь что для промежутка отв @ о ®, 
указатели‘ фунец 


Из), #@), г), 
будуть соотвфтетвенно тазе; 
1, 0, о. 
128. Такой рядъ указателей ‘возможень въ слфдующихв четырехв 


случанхь, предстазляемыхь знаками  этихь трехь фунешИ для я==а 
хз: 


ИИ 

а а 

о ао + 

А 1 о о | 

ие 

п=а| — + — 

п д + — _ 
ТА т. | 10 о 
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1 Г Г 

ва | - |+ 

И) п=ь _ — + 
А 1 0 0 

_ Ё гг 

т о О В о 
А по [о 


Вз Г) случа фунвщя [(#); будучи положительною, растеть съ воз- 
ростаемь хоть а до $, ибо. ["(2) > 0 для этого промежутка; слфдо- 
вательно въ этомъ случа будеть: 


Ро) < аи ®] <РЬбфпф—)] < РФ 


х слловательно, [имя въ виду, что [(а) < 0]: 


2 -® @), 

аи]? ГО’ 
" НО >1®; 
РЕ ——) ^ РО’ 


подотавивъ теперь въ (5) к (6) вифохо лёвыхь частей этихъ нера- 
венстев правых, мы получим: 

18), 

Ро)’ 


(ибо придаень мекфе надлежащей величины) и 


т >а— 


Г 
®— 
< о" 
(260 вычитаемъ менфе надлежащей величины}. 


Отсюда слВдуеть, что дл лежить между * 


(@) | 


—а—Ё 
(7) 6—1 — 
р МО] 
® об 


которыя такямь абразомъ будутъ новыки предфлами его, очевидно бо- 
лфе близкими къ нему, чВмь первоначальные а и`Ъ, ибо нисшЙ сталь 
бояфе прежняго нисшаго, & зыспий менфе прежняго высшаго, 


— 15 — 


Во П) случа /'(2), будучи также положительною въ промежутка 
оть а до В, есть убывающая фувищи, ибо }"(2) < 0 въ этожв проме- 
жутюф; слфдовательно 

{ (а) > а-- а — в] > Г-н 6—а)] >Р®, 


& потому будеты: 


о 
Ра -- 9—9) [(& 
и 
МО) г ® 


Ач >22 
РЬ-иф—=)] 7 Ра) 
и слёдовательно, если въ разенетвахь (5) и.(6) лёвыя чаети этихь 
неравонствь замфиить правыми, то эти раменства перейдуть въ тая 
коравенства: 


#@® 

жа Р@) 

Е) 

я < Ри’ 

откуда вядно, что м, будеть лежать между 
—.—#® 

©) и =а 27° 
. г) 
(10) и=ь— 2@) 


которыя будуть такимь образомь новыми предфлами его, болве близ- 
хими мъ ножу. 

Вь Ш) случав [(х) будеть отрицательною въ промежуте® оть а 
до В, но возростающею, ибо ея производная т. е. {"(2) >.0. въ этомь 
промежуткВ; откуда олфдуеть, что численное ея значене: — [*(2} 61- 
деть. убызать при возрасчаяи 2 отв а до 6; и такимь образомт будет: 

— Ра) > ва] > — РЬ-0—в)] > Г); 
потому [тажь вкакь теперь (а) >.0, а 76} < 0] будеть: 
9 
— Ро] 7 Ра) 


—® 5-ГО, 
РВ —иФ—в)]^ —Р@° 
слховательно въ. настоящемь ‘случа новыми предёлами коркя 2 
будуть: 


#@ . 
и -=а Ра) (11) 
^ (5) 
—ь_Ё®. 
© =5 а (12) 


Наконець въ ГУ) случа /”#), будучи опять отряцахельною, есть 
збывающая функтя, такъ кань {”(2) < 0 для разсматриваемаго проие- 
жутка, а потому численное ел значене т.е, — (2) будеть возроетать; 
такииь образомь будеть 


—/@ < — Па ка —] <—Г-фиб-а)] <—Г® 
я потому (вв этомъ случаВ токже Г (а) > 0, а [(6) < 0) будеты 


9 > ® 
ЕРЫатв]” — ГО! 


—# 6) 1%, 
—176—6—=)]" РО’ 


слёдовательно теперь новыми предфлами корня 2, будуть 


Що Ё® 
а ==в— РО (13) 
" (5) 
=. 
о = 70) {14} 


124. Равемалривая полученныя въ предыдущем» $ форкулы для ио- 
выхь предфловь внфотВ ось таблицами знаковъ: 1-1", мы приходим 
в тому общему выводу, что: 1) для того предла, для вотораго знази 
Р(@) и ЁР'@) одинавовые, формула для новато предвла того-же рода, 
(т. е. высшато, если прежишй быль высдИй, и нисшато, если прежней 
быль нисшиму), будеть содержать только этот нредфжь, таковы въ 1) 
и 11) случалхь формулы для новахо верхилго предфла, и во П) и Ш) 
формулы для новато нижняго предфла; 2) для того предфла, дли ко- 
тораго [ (2) имфють противные знаки, въ выражен новаго прекфла 
того-же рода войдеть и друтой изь прежнихъ иредфловь, именно въ 
знаменалоль второго члена формулы. Формулы перваго типа найдены 
Ньютоном5; формулы второго тише допы въ первый разъ Фурье, 
который первый обратиль внимазе на то, что‘ если примфвять фор- 
мулу Ньютона и къ тому предфлу, дли которато Г() и ["(®) имфють 
противные знаки, то можно ко только перешагнуть за порень, т. е. 
получить предфль другого рода,. но даже, перешагнуюши, удалиться отъ 
него; вмёсто того; чтобы въ нему приблизиться (что. иетрудно -замб- 
тить, разематривая неравенства предыхущиго 9. 


— м — 


185, Привязь за основаже предфлы и и В, можно по тЬмъ же са- 
мымь формуламь получить новые и 6. Если длл в=а, а елёдо- 
вательно и для х-= и, фуньши (2) и }'(2) имбли одинаше знаки, то, 
казъ мы имфли для этого случая 


а =а— го , 
(41) #0) 
ы=Ь— 7о): 
тахь точно будемъ теперь имЪть: 
=а— (в) 
Ре) * 
(4) ль _ 7% 
в — 


Точно также, если { (2) и {’(®) имфли одинаковый знаюб для = 
то хакъ для этого елучал мы имфли формулы: 


_._Г® 
пе о 
в) в 
о 

такъ тозно теперь будежь имфть: 
аи 
^ Н. 
(в) 76 
"о Ры 


Точно также изъ аз я В мы моженъ получить новые предёлы в и 
5, еще болве близье къ корню, и т. д. 
126. Изолёдуемъ тешерь какъ еблищаютея предфлы посл кыждой 
такой операли. Изь формуль (41) находимъ; 
аа. ®- 8. 1 
фа -=—в 7! 1) 
но’ по ‘строкф 'Тэйлорм 


по -но=е-дго-ко- Ге, 
тд% 8 нфкоторан правильная положительная дробь; волавляя это-въ (1) 
. получим поелф сокращен: 


ь-а=- ея --. @ 


— 188 — 


Здфев первый множитель положительный, ибо формулы (41) имфють 
мото, когда /(а) и [’(@) выфють одкваше знаки; но какь аа, 
т. е. меньше пория, то (а) будеть ныть зназь противный /(а) я 
слВдовательно противный знакь {“(а) и /в--96—а)] (чежь вавъ 
[Р’(&) сохранлеть свой знакь между в к 5); потому эту формулу можно 
закр записать: 


@ Ша ея о аз, 


озкачая по прежнему чрезь |4| численное значеню величины 4. 


Точно также изх (В!) получима: 


_ Ко —® 
ии пиве И 

ИЛИ 
8) Иша И 


но по строк} Тайлора 
Ка) — 8) %—@Гго-6 
подетавляя отеюда нь предыдущее, будемь имЪть посл сокращен: 


$ Ва 7 5 1 е-«»; 


здфеь Г" — НФ —@)] и #@) имвють одинаве знажи, ибо посл уни- 
чтожеши фунвщи /(2) и (=) иифють одиняе внакн, а тазовы эъ 
этомъ случав и знаки величин /(0) к {*(5); эту фри потому тоже 
можно наливать так: 


1"В—и 6—4 
ит 6%. 


Формула (2) и (4') содержать нензвЁотныя’ числа, именно празиль- 
ный дроби Ви в, потому мы замфнинь ихъ лучше неравеногвами, 
но которыя содержали-бы лишь извфетныя величины. Св этою ` иёлью 
ознаяим чрезь 14 наибольшее изъ численныхь значешй фунищи {“(#), 
хоторыя она принимаеть. въ промежуткВ значешй хоть а доб; & 
чрезъ и нанменьшее явь численных значен!й. фунеши {() для того 
же промежутка; хогда замфияя въ формулахь (2) х (4') числятелей 
чревь М.’ знаменателей чрезф т, ий ‘увеличимь ихь вторыя части 
и получит вифото них такое неравенство: 


{4') и —а= 


©) аа. 


— 159 — 


Величивы М и т легко найдутся: посафднал будеть отвфчаль одио- 
му изъ крайнихь значенй х разсматриваемато иромежутка, оть а доь, 
имонЕо или а, или 6, ибо {^(2) сохраняеть свой энавъ въ этомъ про- 
межутЕЪ, слёдоватольно }'(2) или все растеть или ве убыраеть, если 
ченерь аи настолько сближены, что и фунаш я /“(5) не 
иметь ни одного корня между аи, те и А; =0 для эхого 
промежутев, то {"(2) будеть или все возростьть или все убывать въ 
этомъ промежуткЪ, & нотому и М будеть отвЁчать одному изь край- 
нихь значен д, т. е. или а или р, и сл довательно. будеть извфетно. 
Въ виду этого стараются облизить первоначальные иредфяы до того, 
чтобы для промежутка между ники фунвщи 


ЕР ыы к" 
имфли тавихъ указателей; 
т [о 9 0. 
127. Примфнивъ формулу (5) и въ предбламь м к И, кавь №5 ос- 
новнымь, мы получим: 


аи а), а) 


тдё М, численное значении /”(2) для того изъ предфловъь а: и &, 
дли вотораго оно наибольшее, & #; численное, значенв {2} для тото 
изъ этихь предфловъ, для вотораго оно наименьшее; но какъ эти пре- 
дёлы ар и Ы лежать между аи 6, то будеть 


м<м 
и й 
ы * т > т; 
слфловательно 
м, 


& потому неравенство (Г) будеть имфть мёото тфмъ болфе, если мы 
р М + и В 
замфнимь въ немь Зиг чрезь Эт: е. а ЮЕНом будеть: 


а. ... @ 


Это посдЁднее нь евою очередь будееь имть мфото а КогНом, если” 
зы въ. вемъ заибнимъ 5 — а: второю частью неравенства (5) преды- 
дущато $, т, е. твмъ: болфе будеть 


“= &<(} 6 {3) 


— 160 - 
Подобно (1) этого $ опять будежъ имЁть 
М) 
[С < 6-6, 


тдф опять будет 
№ М. 
Эта 


Зин 


& потому на основан и этого неравенотвь и (3) неравенство (4) можно 
замёнить слфдующимь, болфе сильныюы: 


м\ . 
® ь-5< (5) 6—4. 
Продолжая эти разсуждешя мы иридемъ къ нераленству 
М \—1 2" 
(6) а, < (=. 6-29. 


ДЬйствительно, въ этомь неравенетв® завлючаются (5) предыдущаго 
$ — длян==1, (2) настоящато — для п==2, и наконеще (5) настояща» 
го $ для и==3, остается показать, для доказательства неравенства, (6), 
что оно будеть в8рно для пз=»-|-1, раяь оно вфрно для в==?. 
Итажь, пусть для ==? инфемь: 


@) < 6-9"; 


го (1) настоятаго $, перемфняя а и Ы соотнЪтотвенно на д, и В, мы 
будемь имфть: 


м, , 
— $, — в", 


(8) аа < Зи 


тдё М, численное значен!е {”(2) для того изъ предфловь а, и В,, для 
хоторато оно наибольшее, & 1, численное (=) для того изь тёхъ-же 
преджловь, для котораго ово наименьшее; ко какъ а, и $, лежать меж- 
дуаяф, то будеть 


м, < м, 


т, >т, 


и сабдовательно 
и; м. 


2, Зи 


} 


— 1 — 


м, и 
а потому, если въ перавешетво (8) вместо я втесемь >_, то оно 
ий а 


только усилится, олфдовалельно будетв а ео: 


5—9); 


на, 


если-же сюда выЪото р, — и, внесемь правую чаеть (7), то получняь 
неравенетво еще болфе сильное: 


М 
ьн-ен < = р 
или 


- эн он 
м р 


Вл вы < (= 


а это получается изь (7) чрезь перемфну 2 на »-|-1, откуда и заклю- 
чаемь, что неравенство (8} врно для всякато значеня п. 

128. Хотя по формулам $ 195 мы безъ сомнбнйя будемь эсесда, ири- 
ближальсл въ корню, т. е. будемъ получать предфиы все болёе и бо- 
лфе тфеные; однако весьма’ возможно, что при каждом послбдовалель- 
номъ приближен сперва будуть изыфнязься въ обоихь предвлахъ, 
выешемь и нисшемь, лишь десятичные знаки вымиихь порадкову; и 
предёлы зерхшй и ниж и послЬ ифеколькихь приближенй будут 
различаться одинф оть другого ‘вв десятичныхь знакахь нисшихь по- 
рядковъ; дия того, чтобы этого ие было, и оближее `предфабвь на... 
чалось сразу съ десятичныхь знаков нисшихъ порядковъ, первона- 
чальвые предфлы а и $ должны быть уже досталочно вближены. Изь 
формулы (5) 8 126 видно, чта откошеве разности новыхь предфловъ 
ии въ разловти сгарыхы 

Иа. М , 
ат 69; 
и сяфдовательно, еели будеть 


о-а< ой, в 
то будетъ 
—м<016—&), (2) 
и потому и и будуть ижфть по крайней изрЪ одинъ литий! общий 
десятичный знажь противь а... если напримёрь $—а< 0,001, то 
будеть 9 — а1 < 0,0001, и олёдозательно; когда. а и:0 или три де- 
сячичныхь знака общихъ, ии: будуть имфть ихъ четыре. 
Неравенство (1) и выражаеть услове, которому дояжвы удовяетьо- 
рять- первоначальные предфлы.а`и’В; для того, чтобы оближеше’ прё- 
Тизомандриийй . Высшая Алтебра. и 


дЁновъ по способу Ньютона, испразленному Фурье, началось сразу. Это- 
му условно можно дать другую, болфе простую форму. - 

129, Положимь, что первовачальные предлы в и $ имфють общи- 
ми цёлую часть н Ё деентичныхь знаковь поел запятой; тогда раз- 
ность ф— а будеть нифть цёлою частью 0 и кром того # нулей посль 
запятой; слёдовательно будеть 
№ —а< (0х. 

Точно также молино найти такое чнело {, положительное, или нуль, 
или отрицательное, для котораго будеть имфть м%ето пепрерывное ве- 
равенство 


2) фл <. 


г. 
т <@:1); 


и 
Ди этого, стоить только, въ случа, ногда и ТЪ Число менышео 


единицы, обративъ его въ десятичную дробь, замфнить эту дробь де- 
сятичнымь званомь 1 разряда непоередетвенно предотествующато раз- 
ряду первой посяф залятой цифры: тогда число показывающее разряд, 


и 
этой единицы и будеть число 1, если же Эт содержить въ себЪ ц- 
дое число, го замфннть ето единицею непосредетвенно зыешаго разря- 
да, чВиь разрядъ первой цыфры ето слфва: тогда — такъ вавъ 
(10% = (01), — чиело | будеть равно взятому со знавомь (—) чие-. 
ху опредфяяющему разряд этой единицы. Если число 4—0, и 
1= 
десятичную дробь получаемь 


_287. 
12625 


отбрасывая часть 18... и заыбняя ве едивидею выстаго разряда, полу- 
чимъ число 0,1; слдовательно для малмей дроби 1==1. ели инфемъ 


. 937 
. Такь натримёрь, еели имфемь число Товав ' № обращая его в%, 


= 0,018... 


82432 
число ет, 1, обращая эъ деелтичную дробь, получаем: 
82482 
== 160,9... ; 
515 _ = 160,2...; 


завъ кавв старийЙ разрядь здвеь есть сотня, то послфдуюцщй зысий 
будетьъ тысяча; но 

1000 = 10% =(0,1}-3; 
слЬдочательно. дак разоинтриваемато числа {= —3. Есди инфемь 


с, то обратив въ деслтичную дробь получим: 


= 0416... 


— 188 — 


сбдуювий внеш разрядк есть единица 1; елбдовательно для этого 


чиела 1=0, ибо 


(0.1 =1. 


Возвращаясь теперь въ керавенству (1) предндущато $, мы видииъ, 
что оно будетъ удовлетворено на основаши неравенствь (1) и (2) наето- 
ящато $, когда будетк удовлетворено неразенство, выводимое изь не- 
то чреть замфну въ немъ лфвыхт частей поелёднихь двух упомяну- 
тыхъ неравенетвь правыми; имекио такое: 


Но, 


для чего должно быть 
В Г>1 


51-1. ® 


Это неравенство показываетя сколько десятичиыхь знаков должны 
инфть общими первоначальные предфлы, а и $, чтобы новые ши й. 
инфли бохфе общихъ знаховъ. Чтобы опредёлить это чиело, слИдуетъ, 
павъ видимъ, найти по изложенному правилу число } и затфут вычесть 
ето изъ единицы: еели осталокь окажется не больше числа & общихь 
цыфр аи, 10 можно начинать приближеше по способт Ньютона, 
исиравленному Фурье; въ противномь случав надобно еще бол%е ст\е- 
лить предфлы вотавкою промежуточеых»ь чисель и мовторить только 
что указанное изелховая!е для этого ловато промежутка, 


180. Но равъ усломе (3) выполиено;, то съ этого момента прибли- 
жеше къ корню чрезь послфдовательное вычиелеве его выбшихь и 
пиешихь предфловт, по формуламь Ньютона и Фурье, пойдеть засьма 
быстро. Дёйствительно. замфтивь въ нераверствв (6) $ 127 по’ второй 


или 


Зв и $— а величинами большими ихь но оенован!и неразеветвь 
ть 


(1) и (2) этого $, мы будемъ имбть: 
а. > 01) 28 -[- (2—1) 1. (4) 


слёковательно послёдовательныя числа общихь десятичнихь знаков» 
будуть: 


, 
ЗВ, 
А-З, 
8А--ТЬ, 

1 


итд. 


Но’въ этомъ случа® ходъ вычиоленй можеть быта значительно укро- 


петь: въ этомъ случа нфть надобности вычислять оба предфла верх" 
* 


— 184 -— 


ый и пили одинъ по формулё Ньютона, другой по формул Фурье: 
достаточно только вычислить одинъ по перзой формул, съ точцост!ю до 


(оду 
въ первый разь; отбросивъ десятичиые зваки, которые получались-бы 


#@) 


(ГДВ д==4 или =, смотря потому для воторато: 


ри доленм Ро, 
изъ предвловь въ данномь случаВ прямфнниа формула Ньютона), мы 
уведичиваемь 5% -|--тю цыфру на единицу; полученное число иридаемъ. 
къ и или вычитаемь изъ 0, бмотря потому-же, и получаемь новый 
предфяъ. Однако велфдетвьм зам ны отброшенной дроби единицею по- 
слфдияго удержизаемато разряда можеть случиться, что мы перелат- 
немь чрезь корень (ибо разность между корпемь и предфлами подав- 
по мешфе единицы этого разряда); случилось-ли это или ить —это лег- 
хо обнаружить непосредетвенною ветаввою этого новаго лредфла въ 
[#) вибото д! если внажь лодучится для новато предфла протияный 
знаку дяя прежняго, то перешагнули; въ ирохивномь. случа —нёть. 
Гакв или иначе, по мы будемт нифть новый боле бдизьЙ предфль 
корня, высшй или ниспий; если онъ высший, то новый нисиИЙ полу- 
ЧиМЬ вычтя изъ него единицу послёдняго разряда; если онъ ннолий, 
то новый выепий получниь увеличивь его на едикицу поелфдняго 
разрида, 
Ватавивъ теперь въ 


тотв изъ новыхв предфловь, для котораго примфкима формула. Нью- 
това, выполняем дфлеве до десятичной порядка 4%-- 31, иб0 раз- 
ность-между новыми ипредфлами будеть теперь < (0,1) 1, 
Съ этими постулаемь точно также, и т. д. Воть какь усовершенство- 
заль Фурье снособъ Ньютона. 

131. Здфов кавъ мы видимъ, приходите ветавлять въ /(л) и #@) 
числа въ большим чиеломо десятичиихи зяажовь; для облегчещя этих 
зичислен! слфхуетк ихъ производить по сповобу $ 119, Что же касается 
хо лфлетия многозначных чисеть, го для этого Фурье даль слёдующй 
61060бъ сокращеннаго дфлен, который ин локажемъ на прим рф. 

Пусть требуется найти частное ". 

315,876439205 : 0,126837524 
еь точноелию до стотысячныхь долей. Мы переневемъ въ обоихъ чие- 
лахъ запятыя направо, напримвръ, ва три знака, и лодчеркиемт . три 
первыми пыфры дЪлителя, который окажутся влёво оть запятой; будем 
мы: . 
315876,439205: 126837524 ; 


_-16&- 


тецерь дфлныь лишь на. позчеркнутыя цыфры дзантеля; получногь 5% 
частномь 2; вычитая 120 Ж9-== ‚ нолучииь остатокь: 68; неея 
цыфру 8, будемь иыёть 638. Нрежде чёнь дфлить 50 на 128, замф- 
тимъ, что въ 688 кромВ произведешя этого числа на слёдующую цыф- 
ру часхнего (искомую) будеть завдючатьея еще произзедене 0,8 на 
найдениую цыфру частнаго 9; дБйствительно, цифра $ МАО 
означаеть сотни, & цыфра 2 частнаго эысячи; если номножить ты- 
енчи на десятыя доли, то получимъ сотни. Поэтому мы должны 
изъ полученнаго выше числа 638 вычееть 8Ж2==16; полученный 
исиравленный остатокъ: 622 дёлимь затФиь на 126, и получаемь 
въ частномь 4 и вь остаткв 118; сносимт пыфру Т дфлимаго н 
получаемъ остатокв 1137, Эзтоть остатокъь кремф пропзведемя 126 
на третью цыфру частнаго (искомую) бущеть содержать еще пронзве- 
деве 0,8 на послфднюю полученную цыфру члетнато т, е, 4, и 0,08 
па дерзую т.е. 2, дфйетвительно разрлхз цыфры 4 частнаго ееть сот- 
ни: номноживь на десятыя доли, нолучимь десятии; точно тавже раз- 
радь цыфры 2 частиело есть тысячи; помнонивь ихъ па вотыя доли, 
получимъ деслтки, но 
8.43.2 = 32-16588; 

вычитая эхо изъ 1187, получимь въ остаткЪ 1149; хфля это на 196, 
получимь въ частномь 9 (десятин) и въ остатеВ 15. Ёъ этому остам- 
зу сновимь слБдующую цыфру 6 (единилы) и изъ остатка 156 вычи- 
таемъ по той-же причин етыму произведены 3 на 9; 3 нач; и 7 
на 2, ч. е, 


5 


8.9--3.4--7,2==98: 
тогда останется 58; дЪля это на 126 ‚ лолучимь 0 (единицы) и въ 0с- 
лак 58. Кв этому остатку еносвыь слфлующую пыфру дВлимаго 4 
(десятыя доли) и изъ полученнаго числа 534 вычитаемь пб такой-же 
причин в: 

8.0--8.9--7.4--5.2=65, 
нослЪ чего останется число 519; для его на 126, нолучимь 4 (девя- 
чыя доли) и въ остатьЪ 15. Снеся слёдующую цыфру дзлимаго 3 (©0- 
тыя доли) получимь число 153, изъ жотораго вычитаеиь 
8.44 3.0--7.9--5.4:-2.2=119, 

тослф чего получаем въ остаткф 84; ДЬШИ эт0 яа 126, получаемь въ 
частномь 0. (сотыя) и въ остатев 84. Снеся слЗдующую цыфрр дЪли- 
маго: 9. (тысачныя), получим Число 849, изъ которазо вычитаемь; 


8.0--3.4--7.0--5.9--2.4--4.8=178, 
посль чего останется 276; это чиело по`раздфлени на 126` дает. въ 
чаотномь 2 и ‘въ осталиж 24, Онебя слфдующую цыфру ‘дВлимаго: 2 


— 1% 


{дезяти-тысячни), исправляемь полученное чиедо 342, вичитая изъ 


лего сумму: 


8.2 


лученное число 380, вытитая сумму 


8.0--7.4--5,0 
(ибо первую цыфру чаотнато 2 придется топерь множить на 0, сяф- 
дующий за, 1 въ дфлител $); вычитая это изъ 243 получимъ чиело 164, ко- 
торое по раздёленй: на 126 даст въ частномь 1, & зъ остаткВ 38. 
Снеся сяфдующую цыфру дблимато 0 (ето-тысячных) исправляемь по- 


9--4.4=178, 


8.1--3.2--7.0-4-5.4--3.0--4.9=170, 


цоолЪ чего получаешь въ осталкВ 310; это чиело дветь 2 въ частвомъ 
Этн дёйстин располагаются обыкновенно слЬдую- 


и 258 яъ овтат 
щимъ образомь 


315870,4302 887524 


—38 =—{8.4-- 8,2). 
1149 
Иа. 
7158 


вв. ат. 3) 


=— (8.04 3.9--7.4-4 5.2) 


—{8.4--3.0--7.94-5.4--2.2) 


(8.0--8.4--1.0--5.9--2.4--4.2) 


7248 
218 =—(8.3--8.0-1.4--5.0--2.9--4.4) 
7164 
126 
380 
—10==-—(8.1,--3.2--7.0--5.4--2.0--4.9) 
810 . 
252 
585 
==. 8.2-3.1--7.2--5.0--2.5--4.0). 
54 ” 
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Жели-бы 544 длили на 126, то получили-бы 4 въ членом сл%- 
довательно менфе половилы послВдпей цыфры чаотнато, ноторую ны 
должны удержать; а потому дольиы остльную дробь, начявающуюск 
съ этой цифры 4 ироето отбросить (вв протквномь случа, г, е. еели- 
бы выфето 4 получили-бы 5 или боле, должны были-би увеличить 
поелВдинюю удержизаемую ма 1), и такимь образомь искомое чъ чоч- 


; 1 = 
ег т 2. 212. 
ностю ло 100006 заетное будеть 2490,4091 


132. Прим чантя. Если сумма, которою понадобится исправить ка- 
кой либо остатонь по знесени къ нему слёдующей цыфры дЁлимаго, 
овущется большею этого числа, тавъ что вычятаню нельзя выполнить, 
то это будеть озналань, что послёдняя полученная цыфра частнаго 
веника, и ее похому мадобло уменьшить на вдияицу и нослЪинее дф- 
лене передълать новь. 

Еще обратимь вкимане на то, что послф того, зань для исиревле- 
зн мослфдниго остатка примглось упочребить посладнюю цифру дВии- 
теля, число слагаомыхь в» сумм, которго кужко исиразлать полу- 
лаемыя послдовательно осталщи, будеть постояние разно числу цыфуь 
давнато дфлителя, слёдующихь за ненодчеркнутыми, 

Чтобы не оптибиться при вычиелеяиг поправочной суммы, совфгуемъ 
держаться того же порядка, котораго мы держались при составления 
вя: именно па послёднюю дыфру частнало умножать первую цыфру 
дВлителя ловлф подчеркнуинхь, на посл®уною-— вторую, на предро- 
слёднюю-—третью и тавъ далье, лока не исчериаемь танимь ‘образом 
вовхъ цыфрь сперва  частнаго, а ность того каже дойлемь до поелёх- 
ней цыфры дёлителя-—пока ие исчергаемь вофхъ пелодчеркнутыхь 
цыфрь дЪлителя. 

133. Приложимь изложевный сбособъ вычислевя къ приибру, имен- 
но вычислимъ положительный корень уравкеня: 

Да = — 3-32 —6=0, (1) 
зоторый, какъ мы пашли въ $ 115, находится между 1 и 2. Эти мре- 
хёлы однако еще слишкомь ‘веливи, чтобы можно было начать при- 
ближенше по способу Ньютопа, исправленному Фурье, ибо разность мен- 
ду ними ооль 1; лотому зотазимь промежуточное. число 1,5. Мы нал- 
ли въ 8 114 чрезь непосредотвениую вегавку, что 


а $; Ра) =0; Лав; Ра) 4; а) =4190; Рау 


10. 


и 1 , 
Прияимая 2==1. и #=0,5 =—- › мы получинмь значены‚ =). и ея 


производныхь ‘для дх==1,5 по’ еновобу изложенному. въ $.119; воть 
эти. вычисленя: 


_ Ё гг р [М 
—6 о р +8 48| 120 +120 
= з 4-0 4-8 нат | +0 +60 
в= . + 0л5 Чз5 | +в | +в 
|= + 0,875 +-2,50 2,5 
вт -{ 0.3125 - 0,3125 
= 5 -|- 0,03125 | 
4.08125 | або | 44,5 +117 | 180 +120 


Такъ кавъ оказывается 
1,5) < 0, 


кажь н (1), тогда накъ /(2) > 0, 10 мы отбюдь завлючаемъ, что ко- 
ремв лежить между 
15 из. 


Такъ какъ этоть инторвель вое още великъ, о раздфлинъ его по- 
поламь, ветавизь число 175; значешя К) и ея производных» для 


#=1.75 найдутся по способу $ 119, принимая 2==1,5 и р == 


и будуть таыя: 

РО/15) =--0,4599609375 
96,33203125 
79,6875 


Кв) = 100. 


Тань какь Р(.ТБ) ебть величина подожнчельная, то мы отоюда 38- 
влючиемъ, что положительный корень функыи (я) лежить между 1,5 
и 175 и при тоуь,—важь о томь можно судить по абеолютиниь зна- 
чешинь /(1,5) и /(1.75) — ближе къ послёднему, т.е. 1,75; потому 
мы попробуемь ветазить 1,78 вуфото.х. 


Зетобы избБунуть отрицательных знаховъ, мы опять ирииемь #=155, 
ъ5 такомв случа должно принять #==0,23. Вычиеляя по тому же 
способу, мы найдемь: : 


—. 18 — 


(1,13) 0,0509617907 
Ра,73) 24,717115206 
Раз) =-- 76.41434 
Е’) = 16154 
РУЗ) ==- 207,6 
пал) =--120. 


Такъ какь (1,73) > 0, вкакь мы раньше видфли, то отсюда слё- 
дуеть что корень /)==0 находинея между 173 и 1,75. Разноеть 
этихъ двухь чисель 


1,15 — 1.78 = 0,03 < 01; 
слфдоралельно #=1. Далфе для этого промежутка 
и=Рал6)=-- 79,6815, 
за == РТВ) == | 24,7715205 ; 


слёдовательно 
и 79,6875 , 1\-1, 
2т 49,5430410 <2<10 ( 5) : 
влъдовательно 
1=-1, 
Услове 
$211 


Зе но ВЫПОЛНОНО, Ибо #=1, а1—1=2,; сльдовалельно и эти пре- 
Хфлы еще ие достаточно близки дия того, чтобы можно было началт 
приблинеше по, способу Ньютона, исяравлевному Фурье. Велавямь по- 
этому промежуточное число: 1,74 въ Дл) и ея производныя. Прини- 
мая д==118 и А =0,01 находимь ло нравилу $ 119 слфдующя 
значены /2) и ея производкыхь для д == 1,74: 


0,2005974624; 
25:54340880; 


ЗТакъ вакь (1,14) >0, а (173) < 0, то корень лежить между 1,78 
и 1,74; такъ кавъ разность ° 


1.745 178 =0,01==(0)* 


10 В=2==1--#, и потому теперь мы можемъ начать приближение по 
внособу Ныютона, испразленному Фурье. 
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134. Въ нашемъ случа фунащи {и [Г имфють одинаше знаки для 
зерхпяго предёла, а потому должно начать приближене еб верхняго 


продфла и взить 
ит 


и =174— РОТА) 


или, подставляя зналешя (1,74) и {(1,14); 
0.2005974624 


о 5554840880 


и (по $ 130) вычиелить иходящее во второй члень частное съ зоч- 
воетыю до 3-Й десятичной включительно, ибо въ настолщемъ случа 


2-1==9.9—1=3; 


дальнфйнця же приближевя будуть идти до деслтичныхь такихь ио- 
рядковы 
` 4% 
8% 
16% - 
Длн этого вычиелешя улотребимь способъ сокрашеннато дёлета, 0бъ- 
яененный вк $ 131, 


.3-— 165 =11 ит к. 


Подчёркиваемь Цфлую чаегь дЁлятеля и дфлимь на нее; получимъ 
въ частномь 0 и посл занятой два нуля, нослф чего придетея дё- 
дить 200 на 25, частное будегь 8, но оно велико, ибо оетатонтъ 0 нель- 
зн исправить вычитаемь 5.8=40; а потому беремъ 7, на чемь я 
остамавливаемь дёлета, ‘такъ какъ это третья цыфра послё запятой. 
Воть эти дьйетыя: ‘ 

0,2005974624125,543408 
0.007... 


— 8909 


Отбрасывая дробь слёдующую за 7, мы сотлаено сказанному въ $ 130 
узеличизаемь послёднюю охраняемую нами цыфру на единицу, сл%- 
дозахельно за частное принимаем число 0,008. Вычитая это изь 1,74 
находим: 

1,74 — 0,008 =1782, 

Для рющешя вопроса о томь, будеть ли это высш предфль или 
ист, вычисляемь значешя. /(2} и ея лроизводныхь для этото зна- 
чевя  иб способу $ 119, принимая х=1/78 и #==0,008; мы 
найден: 


[(4,133) == — 0,001266442340568 
(1.782) = -- 24,99430415488 
(183) = 4-76,13790886 
[’(ь182) == -|- 101,98944 
Ел) =-- 207,84 

Г" (132) = 100. 


Изь значены (1,782) мы усматринаемъ, что полученное число 1,782 
есть нисшйй предфлъ, и что слёдовалельно выспнй предЪль будетв число 


1,738. 


Результаты волавки этого числа в5 Дж) и ея первую производную, вы- 
численные еъ точностью до шеезой *) десятичной суть: 
а, 733)=-|-0,093686.... 
Ра ‚783) = + 25,001198.... 
ДЬлимъ первое число на второе: 


0,028686...(: 
25 — 1000094... 


{исправлять остатки эдфев не пришлось благодаря двумь нулямь пов- 
д запятой въ дВлителф) и получаемь частное 


0,00094 ....; 


отбрасывая дальнфйшую дробь и увеличивая ноелёднюю ныфру на еди- 


иду, получимь чнело 
0,00095; 


зычитая его изь 1,789, будегь имфть новый предёль: 
1,788 — 0,00095 ==1,78205. 


Теперь мы должны ошять возйвить 1,78205 въ {2}, чтобы узнать 
будеть ли это выспИй предфлъь или няслй. Принимая х==1,732 и 
й == 0,00005 по тому ‘же слособу $ 119 вайденъ: 


*) Нукпо найти комь 5 цыфрь, КАкЗ мы выше. зиуёли, по’ лишнюю дыфру беремъ 
дан ток, чтобы иибть вобыожность судять 0 том», не ВелкъВ ли ‘послфдияя цыфра 
частнаго оть дёлешя (1,788) ма (1,788) получаемая по способу -сокращенньго д8- 
денфи (6, $ 181). -. 


7.73905) == — 0,0000201312160699658746875 
#(1,78205) == -- 24,92814125263918008125 
#73205 76,7460080918095 
#173205) = -- 161,99988215 
1018205) =-[- 207,846 
Ё (1.73205) =-- 120; 


изъ перваго равенства видно, что 1,78205 есть ниспый предфль кор- 
ня; сяфдовательно выешимъ будеть 1.78206. Вотавляя это зъ Кл) и 
ся производных, вычисляемь результаты съ точноетно до 10-й десятич- 
ной“) мы будемь имЪть: 


#018206) =-[ 0,0002291540 
1.13206) = --24,9289087216; 
дЪлимъ теперь верхнее число на лижнее: 


0,0002291540124,9289087216 
916 0,000009192... 
181 
= — (9.9) 


—27=— (9.12.9) 

238 

216 
554 

—185 = — (9.92.11 8.9) 
69 


210 
—125=--(9.2--2.9--8.1--8.0) 
85 . 


Отбрасывая дробь, елЪдующую за послвдией удерживаемой цыфрою 
2, прибавляемь къ послёдней одивицу и получаемь число 


0,000009193 , 
хоторов вычитаемь изъ 1,73206; получимь: 


1,73206 — 0,000009198.== 1,73205807 . 


*) Ибо намь надобно [:{’ вычислить съ точностью до 9-й деслтачной, (см. ‘посявд- 
нее -подогролнев пришёчекйе), 

++) Мы боремь вх ластномь 1; А ие 2, какь то’поридимому‘олёдуеть, ибо аидче-ло- 
правка’ наровножиа ‘(см $ 181), 


— 13 - 
Подетавивь это въ /(2), получимь что 
173205307) < 0, 


елЪдовательно чиело-1,73205807 ееть кисшЙ предфль и потому выс- 
зпижь будеть 
1,73205808 . 


Предлатаемь читателю самому иродолжитьсэти вычислени, носль 
повёреи сдёланных»ь нами, какъ прим рь для упрежиевя, а также 
лайти поэтому способу отрицательные корни этого же уравнонш, пре- 
дЬлы воторыхь найдены нами вв $ 116. Въ заключене криводимъ 
еще примзры. для упранненя, 

1) я ——5=0 
при &=2,094551481...., *#) 
(Зектеё, Сощгз @"АЛаёВге заремецее, Т. Т). 

Вычислить ©ъ желаемою точноетью слёлующие корни слЗаующихь 
уравнейй 


2) #—41—12-0; корень лежацщй между 2 и 3. 
3) 2—4 —74--24=0; корень между 2 и3. 
4) д — 24-44 = корень между 3,2 и 3,3. 
5) д'— 155—8==0; корень между 4 и 4/1. 
6) 2 — 828 -- 192--85-—4==0; корень между 0 я 1. 
и {ТоЯпипёее, Тнеоше оЁ едщаб опа). 
7) д —47—35--28 =0 
2=2,0526621317479251.... 
{Сожовъ). 
8) дав 10 
д==1,9262706005717673...... 
{Остротрадевй). 


*) У Сомова въ `„Теорм опредфябнныхь эзгобраюческихь урлеше!й вмешихь отопе- 
ней“ рычиолено еще `б5дф6 цыфрф. Этотр - прифрь: читафаль найдеть вв „Женщяхь 
Алтебражаескаго Анализ“ Остротралскато: Тэг. окр. 209, = 


ГЛАВА ХГ. 


Симметричееня Функц и корней уравиенЯя. 


185. Познакомившись съ наиболфе унотребительными способами отдф- 
лешя и вычиелея вешественныхь корней уравнешя въ чиелекпыми 
хоэффищентами, мы должин были-бы теперь перейти къ отхфленю и 
зычиоленио комилехеныхь корней уравненя. Вопросъ этоть можеть 
быть однако сведенъ къ отысканш велхественинхь р%фшен!й сиетемы 
двухъ совокуиныхь уравневй, ДЪйотвительно, если 


Те) = вод" ад На... ан-ие-Е а 2) 


то результать вотавки у-- 21, тд $=У — 1 выфото х въ уравнене 


К) ==0 (2) 
приведется по доказанному въ $ 21 иъ чакому виду: 
$.) вул) =0 (3) 


тд 9(у) и (ч.8) цблыя функщи у и я съ вещественными коэффи- 
щентами, я уравнене (2) распадется по 8 14 на тая два совыф- 
сткыхь уравнения: 
9,2) =0 | (© 
фу) =0; 


зещественныя значенл у и 2, удовлетворяющ/я заразъ обоимь этимъ 
уразненямъ, удовлетворять и (3), слёдовалельно будуть образовать въ 
соединен у-- 2 комплексные корни уравнев!я (2). Имфя въ виду вв 
ЖИ Глазё заняться уёшенемь системь совокупныхь уравнев!й, мы эо- 
жемь эту’задачу теперь оставить и перейти къ выводу соотношенй 
между хоэффищентами и корпями давнаго уравненя, и показать кавъ 
пользуются этими соотношенями при рёщеши ифкоторыхь зажныхь 
во мнотихь случаяхь вопросов *), 


*) Друшо способы опредёлены, козлеконысь ворней чиедецныхь урьзненй, чителе- 
ди найдуть въ Аллебраяь Серре и Соходивго, 


136. Если за 22... буть корни уравяеня 
в) =0, а) 
тдъ 
Ра) == д Е аа" ва"... Рая в, (2) 


то по 8 67 будемъ имЪть: 


Ко = в @ — д) — 5) @— 2). {3} 
раскрывая здфеь вторую часть, получимъ: 
я я. ат ы —1 
о=ая — и Хх Хил 
О в (4) 


са" -Ь... НСО вы; 


« 
О Хи, 
р 


з я 
тд У, а --.... аа: кии, означаеть суиму побхь различ- 
$ я 
О 
выхь соединсый по два изЪ 2 2, ... &#; вообще 2... (гдф 
я 


прехиолатаемь шт множителей въ каждом членв подъ Х) обозначаетъ 
сумиу различнихь соединен го 3% изБ 2 ,2,... 2. 


Это должно быть тождественно со (2)-ымь, а потому поэффищенты 
одинаковыхь степеней д во (2). и (4) должны быть равны, т. е. дол- 
эжно быть 


(5) 


эти соотношеня межху корнями и коэффищевтами уразневя и суть 
ясвомня. ` 


137. Превде воего можно воспользоваться этими соотношенями для 
того,. чтобы состазить уравноше по дачнымь хорнямь, Пусть напр. 
требуется составить уравнене, котораго норнямк были бы чиела 1, 2, 8. 


"Готда по (5) будемь имбть: 
з 
12-3 


я; 
з 
За. 3-8. 1-1. 9 ==; 
и 


: 


аж ==1.9.3= 


& потому, приняв а ==1, будешь мфть таков уравиене: 
23— б-- Из—6=0. 


138. Лфвыл чаети ралепотвт (5) неизуёнатея въ своей алгобраической 
зеличип®, сели мы будемь переетанавливать корни м, 22, 21, ‹.. Я» 
веъми возножнихи способами. Тая функц \фокольнихь зехичину, 
воторыя сохраняють ©вов впачеще, козла эти зеличиям ин будемъ 
перестанавизать вефми возможними слособями; называются симме- 
тритескими функщями этихъ величин, СлВдовательно козффищенты 
уравненя суть симиетрическм фунющи его корней, 


Это суть проетёипия симметричесыя функши ворией даннаго ура- 
вне: чрезь лихъ можно выразить всякую другую синнетрическую 
функдию корней даниато уравнения, притемь вели эта функщи есть 
рац1ональнаи функц корней, то ока выразится трезъь козффищен- 
ты при помощи оджижь ращональвыхь дёйстый. Въ дельнёйшемь мы 
ограничимсн разомотрёвемь только рашональныхь симметричеенихь 
фунвшй, и при томъ только цёлыхь, тань какъ дробныя симметри- 
чесшя фуньши чрезь приведеве везхь членов въ одному знамена. 
телю могуть быть приведены вв виду чаетнато хвухь дблыхь сим- 
метрическихь фунвц!. Такь напр. симметрическия функшя трехъ ве- 
лИчиНЬ д, В, 6} 


1 1 з 
а + ъ + с 
чрезь приведоше къ одному знаменателю принимаеть такой зидь: 
бое а6 
ас 


тдв чиесхлнтель и знаменатель порозеъ суть цвлых симметричееня фуик- 
цаг зеличинь а, 6, с. 


. 


189. Возьмемъ дли примфра цлой рещюналькой симиетрической 
функщи такую: 


(ой --уе-- 23) Ву але уз - уе а -- у)-- Овуе-- 
НОЕ) -- Елу пар уг) -- Рау. 


Что эта фуявюия 0 трехь величинь к, у, 2 будеть относительно 
ихь еимметрическал, видно изъ того, что опа не мБимется оть зам#- 
зы одной буквы другою, напр. отв зам ны перемфяной я чрезь ук 
обратно. Отъ такой замфны одни члены перейдуть вв друге, что бу- 
деть соотьфуствовать нань бы перестановиВ олатаемыхь членовт, а 
друме измфнить лиш, мфоте своихь множителей. 

Наша симметричееная фунющя есть неоднородная, такъ пазъ членя 
®и различныхь измбрен! *). Таль кавъ замфна одной буквы другою 
и на оборотъ, не можеть измфинть измйрешя члена, то очедидно, что. 
хеоднороднал симметрическая фупвщя разбизаетея на ибевольно сим- 
мезтрическнх ше, но однородныхт, 

Такъ напр. надну сниметричеекую функцио (7 можно разбить на чв- 
тнре однородвыя синметричесыя фувкцие: 


1) фунищю 3-го изибревя: 
деи И Ву ануь рее В Оли 
2} функщю 2-го измфреша: 
Хя-и 
8)’ функцию 1-то изывреня: 


2) Ебу -Нуг-Ез), 


Вя-ну-а) 


4) фуньшю 0-го изы рен: 


. @.. 

Велёдотые этого изучая симметричесыя фулкщи, мы можемь отра- 
личиться однородными симметрическиит фукещями., 

Въ свою очередь однородныя синметричесыя функщи мотуть быть 
разложены на ифеколько новыхь, однородныхь ше, симметричесвихь 
функ. Тавъ нашр., взыдфляя изъ наалей симметрилеской фуниши 
однородную сикметричесяую фунение 3-го измврентя: 


(и -руз-р я) -- Валу ор уе уе -- бе 2) Ожуа, 


мы можемъ эту поелфднюю разбить па три, состоялия: одна изь чле- 
новь, водерлимцихь лить одпу изъ 3 величины 2, у, я; это 


Ау), 
друган изь членовь, водержащихь по двё изв тёхь же трехь вели- 
чинь, нуенио 


*) Изифрещеми члеша, шазоь повфотво, нозыраетея сумма показателей вобхь множи- 
телей, наъ проиавелани хоторыхь собтевлень этоть члены; толь 


с 
будеть, злестого явифроври, ибо вуший повлаьтелей 
ы 1-24 8=6. . 
Тиомандрчиикй: Виотия Алтебры, 12 


а - 


Воту-ате уче в, 


и третья изь одного члена, содержещаго всф три величины: 


Схуз. 


Каждая изъ этихъ фупиШй такого вида, что веВ члены ея могутъ 
быть полупоны изъ ‘одного ея члена чрезъ замфну ветрёчалющейся въ 
нень комбинащи перемфиныхь зефыи возможными того же рода. 
Такь напр, во второй изъ этихъ функ веф члены получаются изъ 
перваго ху чрезъ замфит этой комбичаци д.у вобми возможными изъ 
трехь буивь по двф, считая при этомь за различкыя и ТВ, которых 
различаются порядкомъ буквт, тажъ какъ стоящая па первомъ мсть 
зозвьиаетел въ квадрать, & пе второжъ беретел въ первой степени, 


140. Отсюда слфдуеть, что общ типь пфлиыхь однородныхь сим- 
метричеснихь фупици, изъ котормуЪ могуть быть составлены веб дру- 
и, будеть такой; 


ел м, 
Ау... т", 


{соли воБхъ зеличинь чиоломь п), тдВ Х обозначаеть сумыу в6$хъ 
членовь выводнмыхь изъ написаннаго послф этого знава чрезь пере- 
остановку буввъ пебми возможными способами. Н%которые изъ показа- 
телей мотуть быть нулями. Ибли только одивь изь показателей не 
нуль, прое же во нуль, то мы будемь пмёть простую симиетри- 
ческую фувкцио: 


Ха? 


лил которой введено боле нороткое обозначене, именно: 


алия лм 
и = Ра Нав Р.Г, 


ели только два изъ показателей отличим оть нуля, то мы будемь 
имВть двойную смуметричесвую функцйю; если три изъ показателей 
отличны оть нуля, а остальные 16$ =0, то будемь имёть тройную 
симмотрическую фупкию ит, д, 


Вычислеве двойныхь, тройныхъ ит. д. симиетрическихь функц 
сводитеял на вичиснене проетыхь. Тань, чтобы вычислить двойную еим- 
метричеекую Фунещю 


перемножныв дв простых 


А Ы и Я, = 2. 


у. 


Яифя з5 виду, что; 


— 17 — 


рю „ 
аа... На," 


8. 
И 
и 7 Я ы о 2+ 
мы получимь, перенножая одинъ но другой плены, содержание букву 
<ъ одинакикь показателем, въ произледени члены такого тина: 


аь, 


ихь будеть веего и: вумыа ихь будеть 


= хи, 
Вы, = Ха" "; 


и перемножая члены съ различными указохелями у х члены та- 
кого тира: 


тв фи] различны; такихь будегь п(я— 1); вухма ихь и будеть 
искомая 


р 
Хр: 


слфдовательно мы будемъ имфть такое равенетво: 


Я.В, = бы Е ау", 
отвуда получимь: 
вт вы 
Зубы Вн, — быдиь и) 


Такииь образомь зычислене двойной симметрической фуньщи сво- 
дитея вообще въ вычисленю трехв простыхь; если же дз == ии, то 
только въ вычисленю двухъ пробтыхь В», И б,; НО въ этомь случаЪ 
надобно нашу форнулу заифиить такото: 


рим з ыы —_ 


ян 


ра (8) 


сл 


потому что при чиз== каждый членъ вида ,"ау“ получится дважды, 


и слвдовательно Ха/“х" при из = обралиися вв 2 армиим, ов 


ты 
начая, вазь и прежде знакомв. Ха“, 


;` суму вохь различныхь чле- 


новь тина, ии. 


141. Позажемь еще канимъ образом. можно свести вычислеше трой- 
ной симметрической функщи; 
яз. № 
Хита 
кь вычислению простыхь. Возьмемъ двойную оимиетрическую фувецио 
НЫ 


и помножимь еб яа ироетую: 
8. = Ха". , 

Если двойную выразимь чрезь простыя по формул (1) предндуща- 
то & 10 получихь по свазанномь умноженни 
{1 Зы, (ЯВ — бад 

Выполняя умножене вв лАвой части этого равенства мы получимъ 
члепы трехь тиковь, емотря мотому будеть ли взятый изъ 5,, члень 
имфугь звазекь одннашй съ однуъ или въ пругимъ, или ни съ кото- 
рымъ изз мношителей члена в,"'жу? двойной еумны, а потому это рро- 
извелете распаделся па три суммы: 


вы мы 
Е 


р, 
Вы 


() с зы + 
Се, 


изъ хоторыхь поелфдния и есть искомая. Но по формуль (1) предн- 


душато $ будеть: 


ом = й 
а; 2 бы, - бы, — ыы 


Но рыть 


{3) | р 8 .8 


знеся это по (2), а оттуда в’ (1), получинь, рашая им ющееся полу- 


Эа йе 


’читься уразненю по Уи; ‘а,“т, ’, искомую формулу: 
и 

[6 Эн. брь, Вы бы Ведь — быднь ` Вы — Вы Вы + 
29 инь 


Вь частномъ пт когда из == ри эта формула обралитея въ тавую 


Рая” 16-8 ть 25, будни — аи, нь Эбьыниы 


ибо налёзо въ предыдущей ‚формул по два члена сдфлахотея разны- 
ми; когда вой три показателя равны: ив == ив == ии , тогда будем име: 


ЕН 


ибо въ этомь случаЪ вез члены, которые получалотся изъ одного чрезь 
дересталовиу зойии- возможными способами трех изъ зходящихь в» 
него бук, будуть очевидно равны, &-изъ трехь було ^ можно”. сдф- 
лаять 1.2.3 `перестановокь. 


— 1 — 


Также точно, переходя постепенно пъ четверныхь, пятерым ит, д, 
«ниметрическимь функщимь мы получиыь формулы, приводяния и эти, 
болфе сложныя функц, къ простымь симметрическихв фупиделигь, 

Такиме образов намь остается теперь показать, вакь находятея 
иростыя вимметричееня фунищи корней давиаго уравнены, т, е. ету- 
мы одинаковыхь степепей этихь корней. 

142. Фориулы для вычиелейн простыхъ симметричеекихь функций 
найдены были еще Ньютоном. 

Пусть дачю уравнеме 


=) 


(п 
тдЪ 


Па) = ва аз Рае"... авная Ра, (2) 


Если д, 42, 23....2: суть корни уравнения (1) „то, какв мы знаемь, 
фудеть также: 


; (3) 


ззявъ произподную отв /(х) дт, фориф (2) мы будемь им: 


Коши) (2-2) (и)... ($ 


Ра) == пай" (и— Пат... Нан (@) 


ззявъ производную от {(х) въ фори® (3) по правиламь для произ- 
водной отъ произведен ($ 62, подегрочное примфчаню стр. 61), мы 
получим»: 


Рим е—)... в) 
+ &—м)@—1:).:. ва) (5) 


-- ев). . а 


результать, который короче можно тавъ предегавить: 


#®) е) 
АН (6) 
или, еще короче: 
де ЗИ, и) 


= и 


= 


означал сумму членов при помощи знака Х поставлениато предь 
= 


предотавителемь слагаемыхь. По 8 66`и 67 нием: 


®. Вы... Рыба, о 8) 


ТВ 


{ 


= 
о фЬИ. = аа 
по а, На = аа, Ри, 
} ® 2 
9=Ь а-я Ба, аа 


9 | 50 = а, На = вай -Р ат 


Я ие , 
БИ па, ааа ааа" на, 


я 9 Щи" ‚я-8 
И а, аи ааа, 


` 
эшеел изъ (7) въ (6) и располагая результить по степенямь зд полу- 
чим: 


, = 
т -ы зы". .. 


(10) На са 
БУ @. 
о. 2; 

[1 Ел 
это должно быть тождественно съ (5), & потому, сравнивая коэффи- 
щенты одинавовыхь степеней 2 въ (5) и (10), мы получимъ таной радь 


`равенетвь: 


р 
2» | 

2 =и— Па 
5 
= 
д и 


(1) 


и 
т — 
Е == и—т а, 


Подставляя сюда ныфето м ихъ выраженя изь формуль (9), и з8- 
ыфчая, что 


р ва 
ы = и ы-2 
2, = Ха" Раз  феь 7 


| } = 
Раны а, -- а, 


т и = 
= аа Ва о Вата, 
|= = = 


во бы Эы-- аб, в --. 


„20, 


мы дадимь имь хакой видъ (отбрасывая первое, хакь тождество) лослв 
ифвоторвго легкаго упрощения: 


еее 12) 
об-е. На, а, 


®— Па. 


Изь этихь равенствь, начиная съ первато, послфдовательно и опре- 
дБлятея 9, 8, №... 9, +... 9, п) И мы будежь имфть: 


= 


1 

Ре (а — Зала») 

1 , (13) 
в ([— и -- За о — Залаз) 

з 

Я ащамь- и Роща? 3 

из (а ое -- Чао’алаз —|- Заза? — 4903; ) . 


ят д 


При помощи опредлителей легко можно получить общую формулу 
для змранешя 8, чрезъ коэффищенхы уравнены, казъ то мы уви- 


димъ въ елфдующей глав *). 


148. Равенства (12) позволяють вичиелять суммы: одинаковыхь оте- 
леней корней ланнаго уравнешя до ‹тенени на единицу меньшей сте- 
пени уравнения; но легко получить формулу, воторая позволяла-бы 
сводить къ этижъ симметрическиьгь функцыюиь какъ сумны рыетщихь 
степеней корней уравневя, ташь и суммы отрицательныхь стеленей 
[хотя, хань мы видёли, въ послбднихь формулахь и нётъ настоятель- 
ной необходимости ($ 188)]. Въ самомъ дфаб, помножиръ данное урав- 
нове не 42, гд р важое угодно плое чиело, положительное или: оз 
рицательное (если тольшо въ чиед% корней ханнаго уравнешя нЪтъ 
ралныхь нулю), мы получимь: 


а (в) = ада ара за „Раза ана == 0; 


подставляя сюда выфсто 2 поочередно вв и корней уравнегя я екла- ^ 
дывая полученные резульмиты, будемь имфты: 


*) Другая общёя формула, для-выраженя сумщы одзпаковыхь степсней коршей дам- 
зато уразнейя дела была Лагранжениы; ее читатели могрть зайти въ Алгебрь беруе 
изъ „Теоре опрехблятеней п теор формъ“ профессора Вощенио-Захирченко, Клевт, 
1887-х. 
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(1)  побъь Г вибырь-а -Ё абы ЗН нь ЗЕ виа Эр Е @я5, =0. 
Эзю равенство даеть возможность найти выражеше Эьр„ чрезь ко- 
эффищенты уравнены, когда будехь имЪть выражешя 
Бри, быра-е, быв, ›.. бр. 
Изв равенствъ (12) предыдущаго 3 мы находим вов 5, дор==е— } 
зключительно; полагая р==1, изь (1) наетоящато $ пайдемь тогда 
8,; послф того полагая въ (1) р=2, получимъ раненетво, изъ кото- 


раго опредфлизв 5, на) И % д. Для опредфлешя Я, тв. Х 


олагаемь въ (1) р==— 1, и получаемъ формулу, сводящую вычиеле- 
не 5: на вычислен!е 5,, 91, 6... 8,2; Полагая затБыь р==-2, 
получимь формулу сводящую вычнелене 5_, на 9, &, Я, ... би 


итд, 


Прныёръ, Примфняя формулы (12) предыдущего $ и (1) настоя- 
щето $ нь двучленному уравненю: 


(2) 2 1= 

мы получаемь питересные результаты, Тавъ кавъ для уравненмя (2) 
щ=1, а=— 1, а 30$ проче коэффищенты @, @,.,.. 9: рав- 
ны нулю, то изь формуль (5) предыдущато $ слёдуеть, что веф 

[9 8,0, 


ока «в; изв формулы-же (1) настоящахто 8 видно (полагея р==0), 
тет 


{4 В, ==, 
ибо ‘ 

ео 
(5) Я=> 


= 

даже оттуда-же видно, что при 
(6) р=т 
тд № ифлое число, 
(1) 
если не 
{8) 
тАф = 1, 2,8, .. 
) 

Внося въ эти формуии выражешя корней уравненыг (2) чрезъ три- 
тонометрическяя величины (вм. 8 41) мы получимъ сдфдующия форжулы: 


— 185 — 


аи Ол, .. Эрх . 
хоз Зйж\ 
с (- я 1 з ) я, (10) 
при р==4.н,— что распадаетея на двЁ такихь: 
1 бу 
сх сов (11) 
&=0 з 
Вто! 
Хх эт РЁ (12) 
я 
—и 
8. 
тени (13) 
02 в 
при р=--", — что распадается на чая двЪ: 
аи Ор 
У 603 Зрет 64) 
0 ® 
п 
Ш (15) 


= 


Подобных формулы можно вывести и для уравненя 
21-0, 
что предоставляемь читателю, какъ примёрь для упражиена. 


144. Иль равенствъ (12) 8 149 и (1) предыдущаго $ видно, что вы- 
режешя проетыхъ снмметрическихх функц! чрезь коэзффищенты урав- 
нешя будуть ращонельных, содержащя въ знаменачел® только одинъ 
чоэффищентв и. Кромб того, что въ вырожене В, войдуть только 
хоэзффищенты щ, м,..... а,; 05 высшимъ-же ухазалехемь ке вой- 
дуть. Далфе, что сумы указателей ноэффищентовь во вевхь членахь 
эхото выражешя будеть одна и таже, имено =т. Наковець, что 
& въ знаменамель войдеть въ степени р. Слбдоватольно по при- 
зедеши въ одному знаменателю это выроженю бухеть имфаь числи- 
телемь пёлую одпородиую фунвию коэффищентовь, ‘от @0 ДО @н 
зключительно, измёревя м, иричемъ сума увазателей нозхь хоэффи- 
щелтовъ будеть тоже 9%; внаменатель-на будеть, какъ оказано, п— ая. 
степень во. (Это также видно будеть изъ формулы дли выраженя 5, 
чрезь козффищенты, которую мы выведемь въ слёдующей глав). 

Разсиазривая теперь формулы для вырежеях двойлихь, тройнихъ 
и прот, симиетричеснихь функц! чрезь простыл, мы ‘замфчаомь, что 
сумиа значковь при 5, въ этихъ выражешяхь 20 зовхь чденахь каже 
дато такого выражешя одинаковая, именно разна изифренй однород- 
пой сикметрической функдши. Тажв какъ ръ`кождомъ членв эти. 6, с0е- 


дивиютел посоедотвомь дайстын умноменшя, то естественно ожидать, 
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что тоть же законь будеть имфть м®ото и для сложныхь одиород- 
ныхь симметрическихь функ! вообще; однако пелфдетие сокращен 
иЪкоторыхь получаемьхь тазимь образомъ членовъ этого ве будетъ, 
хакъ это видно будеть изъ слёлующаго примёра. 


145. Пусть требуется вычислить такую симметрическую фупкдю: 


1 а а 
(1) о ав; 


тдф сумма распространяет нь веф вомбинащи изь в зпачковь по три; 
чиело ихъ есть я(и-1)(#— 72) ‚— кань извфотно; но тешь вакъ 


10 члены по два будуть одинаще, а потому число. вефхь различныхь 
членовъ будеть 


1 
%®—Пи—2). 
[Что это вимметрическая функщя, въ этомъ легко убЪдитьея, ибо пе- 


ремфна зпачковь 7 ия # и наобороть заставить перейти одииъ въ дру- 
той члены 


ат, — 2}; 
аа — 2) 


арх, — вы 
аа ый 
ав 
ара — 2 


ня 


члены-же несодержалще ни одной изъ буквъ ] и Ё, полятно, останут“ 
си безъ перемфнн], 
Раскрывая скобии въ (1), мы будемъ имЪть: 


1 . Е 1 р Е з 
(2) р Зале, — въ? 5 арий Зара, --арл). 


но 


ибо об сумиы распространяются на всё различныя комбинелии изЪ в 
значховъ по два; далёе вв среднемъ членф, именно въ суми® 


@&) ада, 


каждый: членъ повторяется два, раза, (ибо жд, == 2:2); & потому вели 
мы‘ желаемъ удоржаль обовначеше при ломощи Х лишь для сукмы 
равличныхь членовь, то мы эту среднюю сумму должны теперь папи- 
саль тавь: . 

Олин, , 
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тдЬ Х раепрострапяется уже лишь па различныя комбинации значковъ 
5, В, и ГД кеждный членъ существенно различается отз другихь, 
тогда кавъ эъ сумы} (а) за различные принимались и ‘т, которые раз- 
личаютел дорядкомъ множителей, 


Ихфя это въ виду, мы можемь вифето (2) написать: 


1х 
З 


— 2Зарл,. (3) 


Но по форму (2) 8 140, полатая эм == м: ==8, мы получив: 
Та: 
=5 (82-8); (4) 


‚ 


Хер 


по формул (5) тото же $, полагая и; =1, из ==, будемь имёть: 
2Херь, == 9293 — 29158 — 91.8: --28,; (5) 


зноя эти выражены въ (3), получить: 


а У 52--950 
(6) 
[19 —2515--48.%—58 


Внося сюда выфето 9, Ва, № и 5; ихь выражещя чрезь коэффи- 
щенты [формулы (18)-8 142], мы получимъ влервь такой результаты 


т Ё 1 
Хава фай = ро (поло — дало аз --10 паба } 


сокращая на *, получимь окончательно: 


1 


дав" — Чана 10а. . {7) 


Такимь образомь сумма значковь каждаго члена осталась ==4, канъ 
то.мы выше и ожидали, но степень числителя и знаменателя чрезъ 
сокранене понизилась до 2; это число 2 есть наивысшая степель, въ 
которой какой либо корень входить въ нашу сииметричеевую функ- 
цю. Те же самое будеть ныфть мёето и воегда; какъ увидимь въ сл 
АуЮщемъ 5. 

146. Мы видбли выше ($ 144), что однородная синметриче- 
ская функц! я корней уравнения /(2)=0, какь 


Хи... № ры (1) 


выражается пёлою однородною функей вкооффищентовь 
даннато уравиен!я, раздвяенною на’‘схенень перваго изв 


= в — 


вихь (т.е. а) одинаковато съ ней изызренги, т, е. по выраже- 
ги трезь коэффищенты будемь имёть: 


1 мм ы 
о т ь ыы 
(2) За"... 8, тит Ки а"... а, *, 


тдЪ въ различнихь членахт показателя №, №, №... 
различных эначеня, удовлетворяюдия равенству: 


в) о ы А 


и гдф кооффищенты И вообще тоже мЪниютел отк одного члена къ 
иругому. Это число р, т. е, число множителей каждаго члена выра- 
жешя (2) сихметрической фуньши корней даннмю уравнешн чрезь 
его коэффищенти-—называен порядкомъ симметрической фуЕкщи 
{отбте), & сумый значков у коэффищентовь в, @,.....а, 85 каж- 
дозы членф ввятыхь столько разъ, сколько коэффищентовь берется въ 
этомль членё множителемь (во вофхь одинаковая) называется взсомь 
{ро3). Мы докажемъ, что порядокъ р сныметрической фунещи 
равень наибольшему изъ показателей пи, яь, .... т, — пуль 
1, 8 2% съ (означимь его черезь 4) равенъ сумий этихь поваза- 
телей, т, е. 


{&) в=ь Е -.. 
@® овов-ьы ее ь-+. 


„ будуть имфть 


2ь 


В, =т 


ро пенин 4 } 
«ЕВ, вен -- о, "у. 


Для допазательства перзой части предложен (виражаемаго форму- 
лою (4)) мы вамётимь, что изь формужь (5) 8 186 слдуеть, что от- 
ношен!е каждато козффишента жъ первому ао, кажь 


а „. 
(8) = =(— д 2...) 


(гдВ каждый члень состоить изъ 2 различныхь мяожителей) будетъ 
заждый корень, какъ 2, наир., содержаль въ различныхь своихь чле- 


кахъ только въ нулевой и первой степеняхь, а потому, будучи `равио- 
ложено по стешенлиь этого корня, предетавятся въ такомъ вид: 


а, 
1) 2". = А, 
( о . 
@, 
Подотавлия во вторую часть равенетва (2) выБето = (в=1,9,...®) 
о 


ихь выраженя рез 2; ло этой формулв, им будемь инь: 


тама. 


м Ук Ва ВА В № 


— 1% — 


это равенетво есть тождество, а потому если палфво отъ ннава (=) наи- 
вислгая степель ддё 2, боть зая, то хаковою она должна быть и на- 


право; но направо члеть ев лаивыешей степенью 2, сеть: 
ЕКА“ А,>... Ам. обв 8) 
хозффитенть при этой степени 2, : 
УЕА “А... А, @0) 


ло можеть тождественно ‘обралиться въ нущь, ибо но содоржить сход- 
ственныхт членовъ, таит ъажь поназалели „4, 42,...[, и® различныхь 


членахь Х различные а потому ‘члене (5) зо второй части (8) будетъ 
чаходитгся, и слЪдовательно должно быть 


(1) 


Дихфе, такъ кань входящая во вторую чаеть (2) суша: 


ыыы ^, 
Ха ’а в“... в, 


есть однородная фувкшя отъ в, @,...4,, То сумма показателей н 
прочихь членоль должна быть тазше самая, т, е, 
ыы... =, (12) 


что и есть равенство (4). 


147. Для доназакельства второй части предложещя, (вырожаемаго 
равенетвомь (5) пред. $) мы замфтимъ, что изъ формуль (5) $136, (или 
(6) предыдущаго} зндио, что уравпеше 


доу" ау "Но... раду а, ==0 „@) 


той же степени навъ данное, по котораго ве ворни у;.5Ъ одно и т0- 
же число # разь болфе корней дакнаго: 


=; в, {2) 
будеть имфть козффищентами величины 
20, Я, @2,.... бал, @я, 
«вязанныя 5 коэффищентами даннаго уравнен!я, такими соотношении: 


а [ аз би. в _@в 
1—1; р },... =} 


6 о 95 о 6 во 


; (8) 


дфйствительно: 


— 10 - 


. 
с (-0" Зе). вр 

@ жа и к @ Ра 
—1 Ваще % 


Сосхавимь теперь изъ корней уразпетшя (1) тавую же точно симме- 
тричеекую фупкию как (2) предылущато 8, мы будемъ ныЪть **): 


ео ы, а \ в \® а № 
о) За иаа(и) (=) (=) : 


зетавляя сюда выВето у, 92,..... ИХЪ выражещя изъ (2), а выфето 


9’ 


..... ИЖЪ выраженя изъ (3), мы получимь: 


%’ в 
реф За"... 
пене к [9 Ваз № и \№. 
(6) п “ ав) 2 
отеюда же, въ силу (2), слёдуеть, что 
{® ВЕ. т ть +... я, 


что тождественно съ (5) предыдущахо 8. 


148. На основани предложения $ 146 мы можежь сразу написать 
букненную часть выражешя данной сямметрической функщи чрезъ по- 
эффидюнты уравиеня: 


т; 
(1) Хлам. . уу = ти Кас и №, .. аз: 


стоить только найти вов рёшеня въ цфлыхь положительныхь числахь 
тоной системы днухЪ совокупныхь уравиенй: 


*) Въ можь халло уббдиться още п слёдующимь образомь, лезрйсимо отр соотно- 
шеши ‘между корилый и нозффищентами уравнены. Жсли корни нскомаго уравнеша 
долекы быть въ { разь болфв корней домыёто: 


(& О 


то, озивлая одань изъ нихь зреть У, мы будем» лыйть' 
®) 9=ы; 
валаъ отоюдь л-=-Й_ и подотавивь ть даняое уразнеше (2), о умножещи его нд и 


$ 
сокращейи, получая: 


® ау уу В.Н Та лу-Ра, 


*+) подвода а, одь онахь 2. , 


ьРы-ь- 
отм 


Й 2) 


(ед 
аи ав... т). (8) 
что не представляеть затруднешя. 

Что же касается до численныхь козффищентовь К. въ выражении (1), 
то они найдутся, примфняя эти формулы въ уравненямъ, которыхь 
всё корни намь извфетиы, Эти уравнейя ыы можемь составить всегда, 
по 8 137, задавъ себф корни, которые нужно выбраль канъ можно про- 
ще. Тавихт, уровней нужно столько приготовить, сволько въ выра- 
жен (1) содержится неопред®денныхь коэффищекховь К: подставляя 
тогда въ формулу (1) корни и козффищенты. каждато изъ этихъ ура- 
зненй, мы получимь ‘столько уразнешй линейныхь относительно ие- 
опредфленныхь коэффищентовь Х, сколько этихь воэзффищентовъ; рнтая 
ихь, и найдем» эти коэффищенты, 


149. Пояснииь это примёромъ. Пусть требуется выразить чрезв ко- 
эффищевты урезнеши 


вх" | па" 1 -|-.... Рана --ан (1) 
такую симметрическую фунищю его корней: 
Ха». : {2) 


Норядокъ этой фунвци 


зфеъ, равный суммф показателей каждато члеша, есть 
4=8--1=8; 
изъ послфдняго, такь какъ вообще 
о. НТ. 2. --.... =, 
а теперь < =3, мы завлючяемт, что указатель у # не можеть быть боль- 
ше 3, т. е. въ выражене нашей симметрической фунещи чрезв коэф- 
фищенты изъ этихь поелЯднихь войдуть только первые четыре 
в, вт, ба, аз; ‘ 
& потому уравнены (2) предыдущего 8$ идя настоящаго случая будуть: 
и Ь-Ьь=?; ] (3) 
ое ам --3№=8. 
Такъ жакъ мы имфень. два уравненн сх 4-мя неизьфотными; 19 
двумь неизввстнымь  даемь произвольныя значеня, и потом» опред- 


лявмъ овтальныя двф. Изъ вхорого изь этихь уравненй видно, что 
нанбольлее возможное значеве для дз ееть 1, и тогда М из дол- 
жиы быть нулями, поелф чего изъ перваго находимь №=1; тавимь 
обравомь одно рёшеше слетемы совокупныхь уравнен!й (3) есть тапое: 


{4) Ш=1; В =0; &=0; 1=1. 


Далфе, полазан 30, для 78 мы можем»ъ иринять или Р или 0; въ 
поелфднемь олучаВ олнало пужно будеть принять {\ =3, а это ке 
удовлетворить первому изъ уравненЁй (3); тажимь' образомь остается 
предположить 1» =1, и торда должно ирипять 1) =1, осяВ чего по 
первому изв этих уравневй додано положить и . Сяфдователь- 
но тругов рышене слетемы совокупныхь уравненИ! (8) будеть 


(5) №=0; и=1; №=1; ц=0. 
Ичакъ мы можемь положить 
(5) -5 (4аоаз -- Ваз). 
к 


Такь накь зафоь два неизвестных» зоэффищента Ан В ‚ то мы дол- 
звны взять два частпыя уравнешя, слфхул правилу предыдущаго 8. Въ ви- 
ду кого, что въ нашу формулу (6) не входять воэффищенты съ указ 
зателемъ большимъ 3, мы можемь зыбрать два уравневя третьей сте- 
пени; возьмемь тавы: . 


(7) 23—27 |- ар -—1=0, 
(8) 2 — даа —1==(в-—1)8=0. 


Для перваго; 


(9) =; дв = 0; ваз ==— 2; 
. для второго у 
(10) р =6; щаз==-— 1; а ==—9; 


#1 
& потому уравневя для опредфленя А и В (въ ряду -==1) будуть 
так 


0. 


2=0.4—28; 
. | 6=—4-—-98. 
Двь нихь мы наХОЛИМЬ: 
(2) А=3; В=Ь—1, , 
ЗВетавляя это въ (6) будемъ имёть: 
(13) 2 


1 
У =: (94а — 0), 
%1 5 
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Предлатаемь чнталелю провфрить полученное нами рёшеню, вычис- 
ливЪ эту симметрическую фуньцно до прежнему способу, который мы 
примёнили къ примьру в $ 145, & въ этому поелфднему примёру 
примфнить новый епособъ *). 


150. При помощи симметряческихь фунищй легко доказать _ся®ху- 
ющее предложен: 


Зелкая дробная рашональная фунец! отф какого либо изъ 
корней даннаго уравненн я-0й степепци можеть быть зам - 
нена ц%лою ращональною функц!ей того же корня стенени 
не выше „1-ой. Другими словами: самый общ!й видъ функц 
отъ какого-либо корня уравнеш!я схеленя », есть полиномь 
етепени и— 1-ой. ° 


Пусть дано уразнене я-й степени: 


Ка = во - ната? --... алые На, #0, [© 


и дробизя ращональная фуЕюдя отъ нфкотораго корня: 
неня пусть будеть: 


эзото ураз- 


9) 
2)’ 


тдё 9(1) и %(@) цалых функц. Если числителя и знаменателя этото 
выраженя помножить на 


Фу (ь) ..- Ча) а)... 6.) , (3) 
то, не измёняя величины у, мы этому зыраженю дадимъ тахой виде: 


(в) 
фе.) ^ 


(ел) (т) фбь) ... п) и) 

а). еее. 

ЗдВсь знаменатель есть очевидно симметрическая функщя корней 

даннаго уравненя (1), в числитель-—-симметрическая фуния корней 

уравнешя, получаемато изъ данизго трезъ освобожден ето оть этого 
корня: . 


„9. Ра... 


2—=& 


(4) 


-а--Ъ о, (5) 


и — 


гдз коэффищенты %, ,... 8, . будуть по (9) $ 142 имфть таых 
выражения: 


*) Въ кннт6 проф. Ващенко-Захарченко читатель можеть найти достаточное ноди- 
честно примёзронт, 
Лихомонариией. Высшая А лтебра. в 


| 
| но’, - @1 
(6) о 
| 5,1 аа у | ва а Ра 


Такимъ образомъ въ выражев!и (4} знаменатель можеть быть пред- 
ставлень цълой ращюнальной функщей возффащентовь даннаго урав- 
неня, раздфленаяю на нЪЕозорую степень аз „-овначимь тогда его 
чрезъ А;— а числитель выразится дёлою рапюнальной фулкцей козд- 
фищентовь и, Ё,...- В; Уравноми (5), елбдовалельно шЁлою функ 
щей козффищентовь даннаго уровнешя и корня &,, опять раздфлен- 
пою на эбкоторую степень №%; это заражен мы означимъ чрезь 
Ф(х,); слфиовательно будомъ имфть послВ эторо: 


@) = 9(=,) Ф(л,) 
' че) А 


Перемнив» а, нах, и дВая $) на (т), получимь нфкоторое 
частное @(2) и остатокъ Ё(#) степени » — 1-ой относительно 2; слё- 
дозалельно будемь имёть: 

(8) . 41) =). 9) -- ВФ. 

Полетавлян теперь сюда д, змБото х, въ виду тогб, что хх, веть ко- 

рень уравнешя (1), олБдовичельно тождественно . 


Нар =0, 
мы получимь: . 
(2) , Фи») = В); 
внося это въ (7), и полагая для краткости 

В} 
(9) до =), 
мы будемъ имЪты 

$(,) 

1) о, 


4) 
чо и пыражаеть наше предложен, 
151. Это предложене легко распространить на рашовальныя фукк- 
щи оть ифекольвихк норней даннаго уравненмя, вакъ капримфрь - 
Фа, а, 
СЕ 


| 


— 1% -— 


можно доказать, что эту функцию можно привести къ виду цфлой тьхь 
же корлей, степеци не выше »--1 отноеительно вандаго изъ нихъ, 
хоффищенты которой будуть ращюнальными фульшями кооффищен- 
торь даппато уравненя. Въ самомь дфдф, замфиивь въ знаменатель 
выражения (1) разыБ иен! хорней #1 , 22, ..... х, веВми разувщешями 
изЪ всоРо числа ихъ # по ж, мы озпачимъ лроизведеше вебхь ре- 
зультатовь такой замфны этого разуфщешя чрезь 


Пе, ан, ), (3) 
{г М, Л....В, чиела изъ ряда 1,2,3.....2), а произведеню вефхь 
этихъ результатовь включая и само %(м, 25, ... #„), Чрез 

Пра вы, (3) 


тажь что будеты 


Зе ое тб, о, а, = Па на). (4) 


и! 
Умноная теперь ка (2) числителя и знаменалеля выраженя 2), мы 


дадимь сему послёднему, не изыёняя его величины, такой вилъ: 


Фата, а) аь „т, =. 9) 
. 5 
у (5) 


»' 


2 


Пт, 


Злев знаменатель есть симметрическая функдя корней данкато 
‘уравненя-потому что отв перестановки важдыхь двухъ корней про- 
изойдеть только переходъ одиих множителей зъ друме, тавь кахь 
эдки разм щешя иорейдуть въ друмя,-слбдовательно можеть быть 
зыражень цалою рацюналеною фунещей коэффищентовь даннаго ураз- 
неши, дёленною на нЪкоторую степень перваго изъ НИхБ вв, И ТОГДа 
‘мы означимь его черезь А. Числитель тоже ве булеть измВнять своей 
величины, когда мы будемъь переставлять бухвы отличныя отв 


м, .... бы; 


‹лфдовательно онъ будетъ симметрическая фунёщя корней уравнены, 
получаемато изъ даннаго по освобожденти его оть порней 21,2, Я, 
т. в. уравнены: 
5 

м ко (6) 

@—я)и-м..@— я, 
(гдз [(2) иметь значеню (1) предыдущаго $), и иотому выразится п. 
‘док релюнальною.‘фунещей ноэффищентовь этого уравяеля, длен- 
ною на ифкоторую степень козффищента при кдивыешей отепени 2 въ 
ртомь уравнени. Но этоть послфдый будеть опять 0, а проще бу- 


* 


1 - 


дуть иблыя функци вофхъ козффищентовъ даннаго уравнешя /(2)==0 


х корней м, :,.... 9,. ДЪйстритедьно, мы видёли, что въ уравнения 
[6] 

т Е = 

(7) рим 


коэффищенть при паивысшей степени д есть 0, & проче коэффищен- 
тн суть кзлыя функши козффишентовь уравненя {(2)=0 и корня 
лу; точно тавяе эъ уравненйг 


| К») = 
8) виа, 


`кооффищенть при наизыешей степени х будеть тотъ же, что и въ 
предыдущемь, т. е. дд, проще же будуть цфлыми фуньщянн коэффи- 
цевтовь предыдущато уравнения [т. е. (7}] и кория 22, слёдователь- 
но дфлыми фувкщями козффищентовь даннаго уравновя н корней 4, 
я 2. Продолжая эти разсуждетя мы и придемь вв сказанному выше 
про ‘уравнено (6). И тавь числитель выражешя (5) будеть пфлал 
фушиия воэффитентовь даннато уравпешя и корней м, 2,2, 
которую мы овначимь зрезъ 


<) Фи четы). 
ТоРда будеть 
Фр 


(10) . в= 


или, полагая 


1) Ра рый), 
` короче 
(12) = ВЯ, 2,4), 


тдф Р, нань и Ф, по (10), цвлал функщя отъь я ный 


Теперь степени этихъ величниь, пыешя »— 1, могуть быть посте- 
ценно исключены съ помощю даннаго уровневая [(1) предыдущаго 8], 
— изъ вотораго ваходимь, по подстановк®. д, вивето 2, умножая нь 


ди рая пой: 


(18) = 


--посл% чего получиуь: 


2 = @ (а м %„), {14 


тдВ стенени отв 21,12: .... я имения о — 1-ой уже не будуть вотр\- 
чальсл; вооффищенты-же при слепеняхь этихъ перехиныхь будуть ра- 
пюональныя функция хоэффищентовя, лалвато уравнены, ибо таковыми 
были тоэффищенты функди № въ (12), коэффищенты-же функщи @ по- 
„учоютси изь пихъ и козффищентовь домшато уравиенё: съ помощю 
рапональныхь дВЯеть. 


152. Съ помошИю симметряческихь функшй рышаетея въ самомъ об- 
шевгь видф задача 0’ преобразоваши даннаго уравнешя въ другое, ко- 
торато каждый корень былъ-бы напередъ опродвленною фуньшей одпо- 
то или нвокольнихь ворней данкаго уравнешя. Въ иростВИйщем»т слу- 
ча}, когда корень новаго уразневым выражается чрезь корень преж- 
паго дроблою функщей нервой степени, и наобороть, какъ извВстко, 
хорень прежяяго уравнешя выразится чрезь корень поваго уравнев!я 
тоже кробною фунишей первой степени, вакь 
ав @ 


Итака 


Вь этомъ простфйшенъ случа» преобразованное уравнен{е можео по- 
учить безь помощи симметрическихь функц, прямо подегавляя лы%- 
то 2 его выражене чрезъ у. Эту подстаковку можно однако замЬ- 
нить рядомъ другихь, боле проотыхь. Въ самомъ ДЁлЬ, если произ- 


: а 
зедемъ дфлеше ву-|-В ва 7у-- 9, то получимь въ частномь 7, & 0ъ 


детатяз у — 0б; слдовательно будеть: 


а —=9 
пе нои, 
откуда и 
«ив _@& , Ву — д 1 (2) 
У в 
или, полагая 
Ч 9 1 .. @) 
у 
зороче 
в= . (4) 


Если въ свох очередь выражен 2 предотавимь такихь образомь: 


1 


(5) 
5: 
РУ 


— #6 
я обозначизь 97- 


у 
чрезь у, & у урезь №, то будеть: 


И 
{8 Е: 
или, полагая еще 
(7) уЁ=и, 
5 1, 
{8) -„: 
{9) в=9. 
в 
И такь подетановку Ев выВото д можно замфиить рядомь слф- 
дующихь подетанонокъ: 
Г 
(0) { 


НУ. 


'Посафдияя подстановка одкого’ типа съ первою, так что различ- 
выхь подетановокь будеть три. 


1) Первая подотановка выполиялется сразу при помощи строки Тэй- 

лора: 
Же) = 

@7 Г) 


КОНГО О. + 123..т* 


Замётимь, что козффищенть при ваивношей степени # гослв пре- 
образовалйя остался здФев тоть же самый, именно ео, ибо 


< а. 


2) Если &=с.2, 10 внося въ данное уразнене мы получим 
В яр в ча 
еда а "але" На, лента, 


» 
или, двля на с: 


1 . 
Евли в = у’ то это уразнене иривимаеть такой видь: 


а 


ао ада" ар... Ра, ад’ а--а.ф =, (13) 


хакъ 10 мы витфли въ $ 147 (подетрочное примёчажще, (2) }. 


3) Если 2=1, то 
Е 


у у" у я у 


умножая на у" и раедолахая по убывающимь степенямь у, будемь имБть: 


1 1 1 1 1 
К ) % На фас На, =0; 


+... Рау яо,. (14) 


и 


в. | #1 
а лу а 9 


Казъ видно, чтобы выполнить это преобразоваже, достаточно коэф- 
фитленты даниаго уравненя написать въ обратномь порядЕВ (прини- 
мал въ расчеть и тВ изв нихь, которые =0), 


153, Переходимъ теперь къ бол%6 общему случаю преобразовашя, 
Пусть 


На) = до -- п--аа*-|--,...-аца--и,=0 (1) 


есть данное уравневе; требуется найти уравнане, котораго каждый 
кореяь выражался бы такою функщей корня уравневя (1): 


9=(2), 2) 


тдв по $ 150, ие уменьшая общности задачи, моженъ предположить 
$ ({®) дБлою функщей отъ х степени не выше в — 1-ой. 


Озкачал чрез 2; заной нибудь корень уравненя (1), а черезь у; со- 
соотвётетвенное значеше у, составимь суммы одинаковыхъ стененей 
ОТВ т, у... . Иа» ВАШ 


я 
8. рее ХФ 8) 


* ч=в 

но 2 [р (=) есть цфлан симметрическая функция дорней уравиен!я (1), 
== . й 

& готому выразится раональною фуккщей его ’коэффищекторь, Если 
мы вычиелинь 5’, для т=0,1,2,.8,...п, 10 по формулам (12) 

$ 142 и (1) $ 143 для р==Ё мы можемь’ опредлить коэффищенты 


— 20 — 
испомаго травневя для у, какъ скоро выберемь какое либо значение 
для ав, и наша задача будеть рЪшена *), 


154. Подобнымь образомв рЬшаетея и болфе общая задача, ногда 
ищетел такое уравненю, каждый корепь котораго выражался бы такой 
функщей корней даннато уравненя ((Т) предыдумаго 8): 


() в 


(т, 21,0), 


тд, не уменьшая общноети задачи, можемь предположить ло $ 151 
функцию # (д, 22,...2) пцфлою функщей оть и, 22...20, степени 
хе зыше ®-— 1 относительно каждой. 

Тажь кажь вобхъ размен 
{2) (в — Пв—- 2)... Е, 
то чивло различныхь зкачен!й + будете ве болфе этого чиела, но оно 


можеть быть п меньше, котда # (2, %2,...2,) тажова, что для иЪкото- 


рыхъ разм щен принннаеть одикаковыя значещя. Означал чрез & число 
различиыхь вначенй, козорыя получаеть 2, когда мы будемь перво- 
тачальное разубщене: 21, 22,....2, замёняТЬ вефыи возможными изъ 


п буквь по Ё, составимь суммы одинаковыхь стеленй 2, кажь: , 


нэ в букаь по № можно седле» 


=ь 
ре 


ра" — Эа, 2,0)“, 


дБ Хи, №,...2)” ОВНАЧАЕТЬ СУММУ ВОВЕ и выражен, полу- 
чвеныхь изъ (1) сейчась увазаннымь способомь, возвышенныхь въ ете- 
пень #2. Очевидно это симметрическал фунития отв корлей уравкеня 
{1) предыдущего 8 ибо перестановка двухъ букиь одной на мёето 
другой повлечеть за собой лишь перестановку слагаемыхь; о рЪ та- 
хозмв схуча ока можеть бить выражена ращолальною функщей поэф- 
фищентовь этого уровненит, 

Нели мы вычиолимь сб. 5, для т=20, 1, 2,....1, 60 МЫ, какъ 
и въ предыдущемь ®, будемь имфть возможноеть по формуламь (12) 
$ 142 и (1) $ 143 для р==1 вычнолить во коэффищенты уравнея 
для = и отало-быть рЪтить нашу задачу 


155. Для примВра найденъ уравкен!е, которато корнями были бы квад- 
раты разшостей корней дажнаго уравкевя (1) 8 153, т. е. примемъ, 
что # есть такая функя отъ корней этого уравнени ` 


@ ав, 


*) Въ „Выошей Азгебрф" проф. Сохрциаго читвлели небдуть и прутой впособь ддя 
тов же пфан, не требующий вычшшешя отиметрическихь фунющИ; шы ©ъ ням подна- 
‚ комных зитолелей въ тлвзб о окотомвхт ‘ураливнйй; 


— 201 -— 
тдв 1 и означають два различные числа изъ рада: 


1,2,8,... 


Тавъ какъ размбщенй по два изъ я знаковъ можно сдфлать #1), 
то вь разсматриваемомъ случа® м не больше этого числа; хо тавъ 
кавъ перестановка $ на мото 7 и наобороть очевидно не мнясть зна- 
ченя #2, то по два изъ этихь значенй будуть равны, а потому число 
различныхь значен!й с, озиаченное намн чрезь и, будеть половина 
этого чиела разювщетй изъ в буквь по дв, т. е. вЪ настолщемъ случа в 


О (2) 


Теперь вычиелимь проетыя симметричесыя. функции корней некома- 
то уравнени: 


(8) 


тд вторая сумма распространяется на вс и раздичныхь соединенй 
изь и значковъ по два. Введемь, олфдуя Лагранжу, вепомогательную 
функцию: 

= 


ое ев)"; (4) 


давая здзев х вов значёня `з 
2, 22... -,, (5) 


и евладывая результаты, мы получимъ: 


— 


29% (6) 


ибо, вакь легко видёть, каждый члень суммы 5, войдеть сюда два 
раза. Расврывая въ (4) вторую чаеть, получиие: 


и __ 


Ф®= Зе— 2) 
= 


2 —1 
эт (Эт ) к 


= ` 
. $ (ай 3-1, в „8 
я (2 р 2, т. &; 
Я — 1), Эт—В--1 р 
с... бором 


или, расподатая по #, и имя вв виду, что по принятому обозначено: 


— 209 — 


Ев 


(7) и ХарР=9 ==, 
м 
сльдующее: 
(а) == бра" — Эт 9, Ви о Бе 
(8) 5 м 
х 2 (98 — 1)..(9 т — ВН) а аи 
о 158... ь Фра. ». 
Полагая задев 
=, 2, 28,....2, 
и складывая результаты, получныь иа оенованш (5): 
' тт —1 Й 
дв об В И да ва, 


1.2 


лхи вф виду того, что во второй части члены равноотетояне отз край- 
нихъ равпы, и вофхъ ихь печетное чиело, окончательно: 


[тво вб 5. а, 
(9) | , 3 р 2 (9% — 1)... в 1} Е 
т 1.2.8...т "’ 


По этой фориулВ мы вычислимь суммы одинавовыхе стеислей корней 
мскомато уравнешя для 2 ==1, 8, 8,...м, и вать по формулам (12) 
$ 142 и (173 148 для р==1 найдем и коэффищенты этого уравнения. 


Если мы вычислимъ козффищенты этого уразнан, то по способамь 
Тлавы УП можно будегь опредёлить ниспий предЪфль цоложительныхь 
корней этого уразненя: взатый съ доложительнымь зкакомь крадрал- 
ный корень изъ этого предфла будеть менфе абсолютнаго значения каи- 
меньшей изъ разносгей ` 

® 9, ы этих 
коркей даннато уравкеня, и тогда мы будемь имфть то число, ири- 
нявъ которое за разность аривиетической прогреет, мы можем, 
ло замбчанно $ 99, вотавляя въ первую часть даннаго уравненя 
члены этой ариеметической прогрессом, отдфлить вов зощеетвенные 
зорни этого уравнеша. 


186. Послфдьй козффищенть уразнещя, которахо корпи суть кра- 


драты разностей корней даннаго уравневя, только знаномъ можеть 
отличаться оть произведены вофхь корней этого уравнения, ибо онъ = 


7) * 
(0 Пи, 


— 908 — 


В . 
тдЬ М означаеть проязведеше пефхъ мпожителей выводимнхь изь из 
я 


писаянаго велёдъ за эгимъ знакомъ, давая $ всё значеыял отв Е до 
в—1, а оть $-|-1 до в.[ем. ниже (2)]. Это произведено есть сим- 
метрическая фунищи корней далпаго уравненя: м, 22,-.#,, ибо оть 
перестаповки какихт либо двухь изъ нихе, нзкоторые иножители не- 
рейлуть одинъ въ другой, въ одномь умешьшаемое переставител съ 
вычитаемыхь, но важ разность возвышается въ хвадрать, то зтакъ 
этого множителя, а слёдовательно и всего произведения не изн®нитея, 
Написавъ это произведене въ (1) (мы его означимь через У) подроб- 
но тавимь образомы 


7. а ел оо а), 
бе. 
би-иа, 


ще, 


легко замвтить, что’ порядокь этой еимметрической фуньши, есть 
2(»— 1), ибо такова наивысшая степень, въ которой вотр8чается наж- 
дый корень въ этой симметрической фузкийг, а вов воть й— 1), 
тАЪ какь сумуа показателей вобхъ ворией з5 хаждом»в член равна 


21—1)--2 2—2 


2—0 #(в-— 1). 


Такинь образомь, предположинь, что по выражеши У черезв 10зф- 
фищенты данизго уравнешя будеть 


1 


, (3) 


=-—- Рае 
7 аа Ки ааа о. би 
тДЬ 
э=и-и-Рь Е... (4) 
показатели №, М, й.....й, мы опредёлимь изъ условй: 
ыыы... № =—0, ` 
ОЕ ..... ине), {5) 


а козффимекты по сповобу ухазанному вв $ 148, т.е. вычяоляя У для 
недлежещего числа частныхь уравненй, которыхъ ве корни намь из- 
зфетны. Для разоматриваемой симметрической фувици, Гжоторал, `6у- 
#®— п) 


дучи умножена (—1) р] 


а", получаеть назламе диекрими- 


— 204 — 


панта, и обращается тождественно въ нуль, когда два вория данна- 
то ’ураввевя ренны, навъ легло видфть], есть и другой епособъ. 60- 
ле простой, который читатель можеть найти въ „Теори опредёли- 
делей и теорм форыъ“ проф. Ващенко-Захарченко, Глава ХТУ. Тамъ 
же читатель найдель достеточно приифровз, Мы приведемь нфоколько, 
замметвованныхь у Тодгёитера, 


Примфры для упражнены. 
1) Найти 8, дли уравневя: 
21 — д — 19 49% — 30 =0, 
2) Найти 8, для уравиеня: 
| 28-88 — Бе--1=0 
3) Найти 8_› для уравиеня: 
д--2е--1=0. 
4) Найти 5, для уравнены: : 
#-—в—1=50. 
5) Найти слёдуюдия симметричесня фунищи коркей а, В, с урав- 
нентя: 
яз ра -- де + =0: 
(1) ао) 6-е е-фа-; 
(2) (а — 20 -е—2а(а--е— 28); 
(3) хе--уа--о; 
(© Х(а-о—з-е— 2); 


тдф сушны распространяются‘ва веё возможныя комбинащи указаннаго 
вида изъ трехъ букв а, 65, с. 


6) Найти для того же уравненя: ($ — 0) (с-—- а)? (#—6)*. 
7) Означая чрезв 4, 6, в, 4 корни уравнешя 
а- ра -р аа? Не-а = 
2@аНе--а. 


8) Найти уравкея!е, котораго хорнями были-бы квахраты разностей 
хорней уравнения: 


найти: 


48-20, 


Тоже для уравненёй: 
3) ар 4а--8=0; 
16) и -Р1==0. 


11) Найти токое уравнешо, котораго корни у выражались-бы тавимь 
образомь чрезъ корни х уразневи 


2--ре--9=0: 

уз Ня-1. 
12) Примвнить эти формулы въ урезвненио 

#—4=--2==0. 


ТЛАВА ХИ, 


Теоф1я опредфлителей. 


157. Переходя теперь въ вопросу о рёшени систем»ь сововупныхь 
равен со многими веизафетными, мы начнемь этоть отдёль Выс- 
шей Алгебры съ простЫйазго случая (отчасти уже извфетнаго изъ вур- 
ва Начальной Алгебры), именно, съ случая системы совопулныхь 
уравнея!й перзой степени, или, кавь ихъ называють по теометри“ 
`ческимь соображешялигь, съ системы линейных вовокуиныхъ ураз- 
лев, Изь раземотрёвя системъ двухъ уравненй съ двумя неизвветяы- 
Уи, а также сиетемы трехъ уравнев съ тремя неизвЪотпыми, мы вы- 
ведемь завонь состаляевя такъ назызаемато опрелфлителя системы 
линейныхь совокунныхь уравненй, равоиотризь его свойства, оттуда 
эитекаюня, и способы его вычислены, а затФмь локажемъ примвне- 
ив теори опредёлятелей къ рЫмению системы линейннх» созокупныхв 
ралнешй съ какимъ угодно числомь иеизвфетныхх. 


158. Возьиемь систему двухь уравненй съ двумя неизвфотными я 
иу, а именно: 


аз | с, 
аа--Ву=а. 

Помножая первое уразвреше па ®, второе на —$, и складывая, 
получимы 


(аи —аба=ре--а, 
откуда, 


Понножая перлое на — и, второе на @ и складывая, полулимъ 
травиене съ однямъ у, откуда найдем: 


. = а — 6 
у аб — аб 


Обл знаменатель этихъ выражен! для х и у, именно: 
а — #5, 


называется опредфлителемь снстемы этихъ уравненй, Еели наши- 
зиешъ отдфльно эти козффищенты уравненй въ такой табличи 


а 3 
а и 


х пазовемь тлавною магональю квадрата, ту, которая идетф изъ верх- 
нахо лЪнаго урль въ нижний ипразай, то правило для составлетя оп- 
редфлителя изъ четырехь козффищентовь (они казываютея элементя- 
ии опредфлителя) можеть быль выражево тавъ: къ произведеяго 
элементов» главной д1агонали придать взятое съ протизлымъ 
знакомъ произведение элементовъ другой д{агонали. 

Тавъ какъ каждый члень этого опредфлителя состоить изъ лроиз- 
*ведешя двухъ иножителей, то онъ называется опред®лителемъ 2-го 
порлдка, * т” 

158. Возьмемь теперь три уравневя еъ тремя нензветными 


ща иу-Рае==а . 
аз -- Вау -[- сё = 4% {1) 
иё-- Фу ве ==. 
Полозеныть ‘первое уравнене ва 7, второе ва и, тротье на, гд% 
4, низ пока еще веопредёленные множители, сложинь и бу 
демв имфеь: 


(ар аи аз) 1 -- ви Е) у-|- | 


. 2) 
ол ой-- орал фиат. | @ 

Еели выберемь 1, й, ? такь, чтобы: было: 
$2 --Ъи-|- 7 =0 | 6) 

а -Н ый -- са =0, 


тои 2 исчезнуть изь уравнены (1), и тогда изъ него найдемь г. 
Предетавивь уравнен (3) въ таномъ вядё: ы 
АН == — 56. 
ай ей = — вт, 


рёшимъь ихъ по Ди р, считая Ф кавь бы извфотнов, мы получимь: 


быв бб блог — В бь 
4 о? и 
‚ Яо - ва ‘ Без — Ва 


; 


— 208 — 
отсюда, получаемь такую пропорц: 


Й Р: в 
Быс — вез бла — 665 Не — а 


[© ; 
изъ этой пропорщи видио, что тавихь зваченй, которыя обрещають 
тождественно вв нуль первыя части уравненй (3) безчисленное мио- 
жество, что и слфдолало ожидать, такъ вакъ для опредфленя трехъ 
зеличийь 1, й, ? мы имфемь два уравковя. Одну изъ неизвфотныхь 
мы можемь выбраль произвольно; тогда изъ пропорши (4) опредфлятея 
3 остальных. Если мы для 4 выберемь то количество, на которое оно 
дфлитея яъ (4), то для сохравенх разенотва тоже должны сдблазть и 
дляниз. И завь будемъь имёть: 


А=в— а, Иа-Иа, Фа Ва. 

Если эти значеня подотавимь во (2), то коэффищенты при уиа 
зъ немъ тождествонло обратятся въ нуль, а коэффищенть при #, ко- 
торый невлючительно нась теперь и интересуеть, примоть такой видъ 
(5) а ($6 — Ва) (бе: — 6163) -- Фе — ва). 


Это и есть опредфличель системы уравненй съ тремя неизввотными; 
его символически предетавляють такою таблицей: 


ана 
ше 
| 3 Ва 
Вунвы а, 6, ©, 60 значками. называють элементазги опредфлителя, 
злемента 
элементы а, №, св лежать иё главной дагонали., Этоть опредёли- 
тель называется опредфлитедемь третьяго порядка, потому что чле- 
лы ето состоять изъ произведения трехь множителей. 
Раскривь скобки въ выражении (5), мы получимь: 


(6) 216103 — @1бзоз -|- 00фзб, — азиз | аз сз — двс . 

Здфев нь навдомь членй множители расположены по алфавиткому 
порядиу буквъ; но можно расположить ихъ и шо воврастаюдщему по- 
рядкт значков: ? 


{7) 216203 — в 6265 -- саб —— буазев -|- бу бзав —— сбоав. 


Теперь, воякое ототуцлеше отв’ алфавизнаго порядка буввь или оть 
налуральнаго порядка значков мы будень называть непосльдова- 
ностью. Так хомбиналия а продетевлнеть инеповлвдбватель- 
ность, иотоиу что ‘указатель 1 стоить обл 8; комбинали аб» пред- 
старляеть непослдовательность, ‘ибо $ стоить 1п00лё6; конбинащя 


$:@з предетавляеть дв непослёдовательности, отф $ къ ци 075 8 къ 
2. Условивнтиеь пасчеть термнив, сосчитаемь число ненослфдователь- 
ностей въ вашдоль членф опредфлители, накъ въ пыль (6), так и въ 
видф (7), и подиишемъ чиело подъ членозь; будемъ нывть: 


фас, — авс рее — сз або (6) 
0 1 р 1 2 

азс; — св -- пйзба — Визеу Е без — обо. {1} 
0 1 2 1 2 3 


Равсмалризая эти ряды, видимь, что вов члены опредфлителя, ко- 
торые предотавляють четное число непослёдовалельностей, жань то 
0,2;2, инфють знань --, а 18, которые предетавляють нечетлое число 
лепослфдовательностей, ихфють звакъ —. 

— Мы будешь называть члены св четным числомъ нопоелёдоватедь- 
костей членами 1-10 класса, а члекы съ нечетнымь числомъ непослф- 
довательностей членами П-то класса. — 


Ером# того, мы видим, что вс члены опредЪлителя выподятся изъ 
1-го чдена, или чрезъ перестаповку значковь, кажь въ видё (6), или 
чрезь перестановку буквъ, какъ ве видв (7). ДЪйотвительно изъ трехъ 
элементовь можно сдфлаль 1.2.3 =6 перестановокъ; 16$ члены. въ (6) 
[равно какъ и зъ (7)] различны я число ихъ тоже шесть; вызодятея 
они чрезь перестановку въ (6) значковь, а въ (7) букръ; отеюда, и слф- 
дуеть сназанное, | 

Если коэффищенты уравненя (1) напишемь отдёльно зъ такой таб- 
ик: 


ана 
в в (8) 


ба 68 в 


то закон состарлешя опредфянтеля можеть быть зыражень тавы опре- 
дитель олементовь таблицы есть сумма члеловь, вызоди- 
МЫХЬ ИЗЬ Тлавнато [Ргеимаг Чегие, Назревач], (©. в. злементы ко- 
тораго расположены хо главной шегонали), посредствомь переста- 
овохъ вефми возможными отобобами Значковь (пе, шфех) 
‘или бухвъ--членовь, ззятыхь каЖДЫЙ со знакомь | или, 
омотря по тому, будутъ-ли они перваго или второго класса, 

` Иызвавь вь табличе® {8), горизонтальные ряды, какъ и а, ва, 
6303, троками, [Пеле Попзорее, Богота Вей], а вертиваль- 
ные рады а, ВЫ, аоа отолбрами [60]опле, уег4са1 Веше} 
1 


Тиломанарицийй. Выбтал -Алтебра. 


— 20 — 


и разсматривая эти строки и столбцы вифетВ съ выраженями (6) к 
{7), узидимь, что опредЪфлитель есть алгебраическая сумма 
ироязведен! из®’эломентовь зыбранныхь по одному изъ 
каждой стропи и каждаго столбца везии возможными спо- 
собъми, — произведен, взятыхь со знавомъ -|- или —, сы0- 
пря по тому, будетъ-ли око представлять члень 1-го или 
члень 2-го класса. 


1680. ОпредЪлев!е данное намн теперь опредёлителю 3-го порядка, 
можно обобщить. 

Пусть имфемъ 97 элементовъ, раеполощенныхь нь и строкахь по 
въ казвдой (нли, что тоже, въ и столбцахь по п въ каждомъ). Эти эле- 
менты теперь представляется ‘болЪе удобнымь обозначить одною був- 
вою съ двумя значками, изъ которыхь первый уназываль-бы на’ елро- 
ху, & второй на столбецт, на пересёченя которыхъ стоить разематри- 
`ввемый элементъ, налримврь буквою ау, ГДЗ $ номеръ строки, & № но- 
мер столба, въ пересёченш которых находится этотъ элемеять; при- 
нявь это обозначеню, данные элементы будуть: 


(4) 


[о 


- бы диз @,8 на 


Опредёлитель этой системы я° элементовь, раеположен- 
выхь въ и строкахь по я въ каждой (или въ и отоябщахь по ю въ 
Таждомъ) ееть вумма произведен изъ я злементовъ выбран- 
хыхь зевми возможными способами по одному изб кыждой 
строки и каждаго столбца, — произведен\, взятых со зна- 
коиъ -- или — смотря потому, будетъ-ли число кепослЪдова- 
тедьностей въ немъ четное или печетное, 


Этоть опредёлитель называется опредЪлителень и-аго порядва 
{ибо ‘заждый члень его востоить изъ произведешя я множителей) я 
збозначаетя по Коши самою лаблицею (А), какъ и въ случанхь 

=2 ии 

Члекь ‘его, составленный изъ элементовт, рабиоложенныхь по глав- 


ой датопали, 1..6. 


5 411099033 2." бин 


хавывается главнымъ. 


— 2 — 
Число членовъ опреджлителя я-го порядка выразитея формулою 
(и 1—9) ..... 3.9.1 ==! (2) 


ДЬйетвительно, для составлеши одного члена опредфлителя должно 
таять по одному элеменяу (какому угодно) изъ каждой строки и каж- 
даго столбца. СлЪдовательно если мы изь перзаго столбиа возьезгь 
охинъ элементь, что возможно в вповобазги, %0 въ нему можно при- 
ставить важдый изъ элементовв второго столбца, не лежащихь СЪ НиМЪ 
въ одной строкЪ, каковыхь всего я—1; это даств веето #(н—-1) сое- 
динен по два изъ элементовь первыхъ двухь столбщевь. Въ каждо- 
уу такому соединению друхъ элементовь мы можемъ приставить наж- 
ый изъ л—9 элементовь третьяго столбла, не лежащихь въ одной 
строкВ ни сь которымь изъ первыхь двужь, что даеть я(и—1)(—2) 
«оединеый по три изь злементовъ первыхь трехъ сгоябцевъ, Продол- 
жая это, мы придемъ къ произведенямв изъ #—1 элементовъ, взя- 
тыхз изв первыхь 2—1 отолбдевь, ло одному изъ каждаго; въ вая 
дому изъ этихь я(я—1) (9—2)... .2 произведенй приеставивь ло 
одинствепноху элементу изъ иослЪдняго столбца, не ловащему зъ од- 
ной строкВ ни оъ однимь изь множителей этого произведеня, мы бу- 
демь иифть 86} члены опредёлителя, чиело которяхв таким» обра- 
зомъ будеть 


я(#—1)—2)..... 8.21. 


161. Вс члены опредфлителя (4) можно вывести изф тлавнато его 
члена (1) предыдумаго $ двумя способами: или 1) ‘перестанавливая 
дофми возможными слособами горые значин элементовъ, оставляя пер- 
вые на сзоихъ мфетахь, или 2°) перестанавливая зсфыя возможными 
способами первые значни, оставляя вторые на своихъ мфотахь, если 
будем результаты брать. сь -- или ——, смотря во тому, будеть-ли въ 
полученномь разивщенн четное или нечетное число нелослдова- 
тельностей. ДЪйствительно мы и. тВыъ и другимь впособомь получимь: 
Г), тоже самое чиело членовъ, ибо изь я значковь можно слфлать 
я(и—1)(и—2) 2.1 переставовокъ; 2) во они будуть различные, 
100 зъ каждомь по сравнени съ прочими поврайней ифр» два значка, 
оказжутея занимающими друг мфота; 8) полученный такимь образом 
члень будеть содбржать но одному элементу изъ каждой строки и 
каждаго столбца, ибо этимъ способомъ ни одинъ второй (или ни одинъ 
первый) значевь не можеть одълатьея одинакнимъ съ торо-же рода знач- 
хомъ другаго элемента; 4) будеть имть предъь собою зпаль, иазна- 
чаемый ему по тому же правилу камь и для чдеповь опредфдителя. 
Слёдовательно каждымь изб этихь енособовь мы получныь ве члены ^ 
опрехфаителя съ ихъ знаками, и каждый только’ одинь.разь, т. е. мы 
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получнмь этимь способомт, если возьмем сумму зебхъ полученныхь 
членовь, опредвлитель, 

На осмоваш этихъ стособовъ получать вв члены опредфлителя изъ 
главнаго, Лкоби предложиль обозначать всяк! опредёлнтель таким 
образомь: 


(1) Х-=ацао@зм . @ь 


каковым обозначешемъ мы талже будемъ пользовалься. 


162. Хотя предыдущее доказателтетво возможности нолучить ошро- 
дВлитель обоими указанными въ иредыдущень 6$ епособами было ие- 
демо нами заразь для обоихь, таль что пфть ыЪота сомяфнйо въ том, 
что оба, епособь должны дать лотъ-же результата; однако не безполез- 
но и прямо показать какт оть одного результата, т.с. нолученнато по 
одному способу, перейти въ другому, такъ какъ по первому взгляду 
оба, результата могуть повазалься различиями, потому что при умо- 
треблени иерваго 61060б, первяе значки будуть слфдовать налураль- 
ному порядку, тотда какъ при употреблещи второго этому порядку 
бухуть слёдовать зторме. Но нереставляя въ каждомь буквы съ ихъ 
звалками, мы величины его (какъ произведене отд перестаяовки мно- 
вителен) не изыфникь; а эту перестановку можно так повести, тго прич 
дугь въ порядоюь вторые значьи, когда въ порядкЪ были первые, и 
первые, когда то были вторые. Цожатно, что этизь споеобомъ изъ каж 
дато члена окного резудьтата можио получить только одикЪ другого 
и изь различныхь различные; остается слфковательно тольЕо показать, 
что выведенный тавимъ образомь членъ будегь принадлежать къ -70- 
317 же. клаесу какъ и тотъ, изъ которато онъ быль вышедень; тогда и 
зваки, которые предф ними должно поставить, будуть одинае. Это же 
бучеть слЪдетшемь предложения, которое мы докажень въ слЪдующемт $, 
н воторов еще пе разь ном пригодится, 2 

188. Теорема. Если въ хавой либо вомбинащи буввь АВ90’ 
переставниь дз буквы ри 4, то чиело  непосл® ховательно- 

`етез изифлитси на печетное чивло. 

Пусть р я'й ГВ длв элемента, которые мы переставляемь, › причемь 
4 зыще’ р въ алфавитномт, порядкЪ; А ипредотавлиемь сопокупноеть 
элементовь, предшестнующихь р; В-- завлючающихен между риа, 
и О сфлующихь за 9. 

Пусть В предотавяяеть число зофхъ элементов, заключающихея въ 
Ъруши® В, 8’ число злементовъ этой группы, зысшихь элемента р, 
а 8" число эдементовт, высшихь д. 

Слвлавиь вь общей груши АиВаС. перестеновху олементовь риф, 
волучииь: АаВрО, и соечитавмь въ обфихь число непослдойртель- 


ностей: разность получевныхь чмеель уважеть, на сколько изыАнилоеь 
чноло пепоелфдовательностей въ труп Ар.В90 отв перестановки риа, 

Раземотрииь груциу АрВа0. Такъ какъ въ В веего 2 элемектовъ, 
при чехь р’ выошихь р, т. в. составляющихь съ р посл довательноети, 
то очевидно соетавляющихь еъ р ненослфдовательноеть бущегь # — 2” 
да еще есть В" элементов высших» 0, которые Фоставляють непо- 
слфяовательноети еъ 9; сяёдовательно вебхуь непослёховательноетей, 
с ирипимая въ разечеть непослфдовательноетей въ самихъ 4, ВиО 
и непослБдователелостей А и С относительно р и д, (которыхь ноло- 
жене относительно этихь груинь ле измфинелея), будеть 9— @' -|- 2". 

Перейдемь къ групи} 4оБрО. Отъ перестановки 4 съ р иполуян- 
лась одна непослфдовательноеть по отлошенйо №5 р; таюБ ешь въ В 
заключается 4’ эдементовь зысшихь р, то эти #’ элементовь и со- 
стазляють теперь @’ непозяховательноетей; кромф хоо въ Д нахо- 
ДитТея 8" злементонь выбсиихь 9. & ел донательно пнеших‘ь, составля- 
ющихь непослфдовательноеть ио отношенно въ й, будеть В — В". Итакь 
во второй труп всего 1-|--й’-- В — 8" пеносяфдовательностей. Газ- 
ность этихь чисель: 


д" — 6" — 8—6") = 8—8") 


и есть умело, показывающее на сЕолько измбнилось Чиело непослВло- 
зательностей въ групив АрВоО оть перестановки ри. Какъ ви- 
димъ, оно печетное. 

Перебановка буввь св обоими значками равносильна двукратной пе- 
‚ рестановх% одпихъ эпачковъ, 

Положимь, го пмфемь такое соединен: 


Ао, Вас, 


ТВ А, в, С грушты олементовъ, которые мы не будехь переставлять, 
Вели проставить элементы в, и а), то получииь 


Аи Ва С; (и) 


но зтоть результать я.могу получить, перевтавлия смерва только знач 
виф и, что даеть 


Аа, ВС, 


х изывнить число непослфдовательностей на нечетное число; затВыуъ 
перестазляя здфоБ ий, 910 и дасть : 


ди, Вь0 


№” 
Я ина 
а ыы Но 


— результать, согласный съ требуеммитъ (9%), п 
довательноетей ошит5 изыфнитея не нечетное 


— 9 


ды измфпитея на нечетное число, что въ итогВ дасть измбнбтю на 
чегное число. 

НанримВрь поземем» опредфлитель 3-го поридна, главный члень ко- 
тораго 446;; персотавляя дв поелфдая буквы мы пзмфвяемъ число 
непослздовательностей нечетиныыь чиеломь и получимь (0:6. Пере- 
ставляя вт этомъ членё 2 и 3, мы снова изубняехь число пепосдёдо- 
зательпостей нечетпымт чиеломъ и получихь члекъ 030», Число непо- 
елбдовательностей хотораго еёть 2, четнае, кашъ и члена @1длез- 

Изь той шо теоремы слфлуеть, что опредфлитель не изхфнител, если 
строки едфлать столбщами, & стохбны строками, ДЪйствительно это сво- 
Цится къ выводу членом® опренфлихеля изъ глозпаго члена переста- 
новною лЬвыхъ значковъ, когда онъ быль вызелеяь перестанонкою ира». 
выхь, и паобороть, & мы вижёли, что кавдый опрехфлилель можеть 
быть выведанъ и тБиъ и другимь слособомъ. Напримёрь 


ай а| | и а в 
ыыы: =1 В ыЬ |= У. 

Г . 

ав 63| [ава 


164, Теорема. Перестановка 2-хъ строкъ или 3-хь столбцовъ 
изубилеть знавь опредзлителя. , 

Ийствительно: такая перестановка производить перестановку двухъ 
лАвыхь значкошь (или двух правых} въ каждомь члевВ прежнато 
опредфлителя, слВхопательно переводить всй; члены 1-го класса во П-Й, 
п каобороть, вс члены 11-го класса въ 1-й; чакимъ образомъ. глалнымь 
члепомъ теперь окажется члешь Ц-о класса ирежнято опредфлителя; 
но какъ главный член беретел всегда со знакомь --, то тепереший 
его знань -- противень прежнему его знаку; & афдоволельно тавже 
и знаки возхь прочихъ членовъ будуть протизиы ирежнимь знакам их, 


Примвув. Перееставимь 15 дамиомь отредфлител: 


первую и зторую горизонтальныя строки; вел дог е этого получится» 
такой опредфлитель: 


| аз $5 65 
[чо 


1% в | 
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вличая главцыя датонали ихф -- #6563 и -- вез, видимъ, что глав- 
цый члень второго опредфлители имфется между членами лерваго опре- 
дЁлителя, но имфеть знакв отличный оть знова атого члена, такъ 
какт, чтобы получить изъ (ибзез Члень азс» полно ивреставить знач 
ви первыхь двухъ бувнь, причежь хнлется знант, и тогда получится 
— 42013; веБ члены одкого и того же класеа ст але; зв первомъ 
онредфлител, оетавалеь эъ одномь клаесЪ съ пимь ири переход во 
второй опредфлитель, необходимо мфняють слой знань выбетВ св 
перемвною знака при а; равнымь образомь и веф члены друга- 
10 класса. 

Изь этого основного члена -- ас второго опредёлителя мы мо- 
жемь по изложенпому нами правилу вывести ве остальные члепы, 
причемь за натуральную послфловалельноеть значровь еафдуеть уже 
припимать 2,1,3; ехфлавь это на самом дул, увидиме, что иЪйстви- 
тельно знаки лезхъ членовь этого опредфлителя будуть протилды зна- 
хамь прежнлго. "Теорема эта при иомощи обозначен опредфлителей 
табличками можеть быту таз вырыжена письменно: 


| 

ша | а а 

| |= ша 
и В а | в в “ | 


165. Олфдетв:е Т. Изь поеяёдняго свойства опредёлители зытекаеть 
весьма, важное слёдельйе: воли въ опредфлитель два столбца (илм 
ДВВ строки) соетолть изъ одинаковыхь соохвфтетвенно эхе- 
зентовь, то такой опредфлитель равон® 0. Обозцачимь дачный 
опредвлитель дли пралхости черезь 4, тогда 


ана 
«на д. а) 
| а В в 


Если перестазимъ двЪ зерхын горизонтальныя строки, одву ия м1 
сто другой, 10 по предыдущему опредфличель измфиить свой знань. 
т, е. будетъ 


а ва 
ай а! 
в В © 


(2) 


Въ (1) и (2) разенотвахь первыя чабти тождественно равны, а сл%- 
довательно и вторыл равиы; т. е. 4==— А; подобное разенетво воз- 
можно лилть, когда А ==0 (ибо мн нм%емъ отоюдь, что 2А=0}, т. в: 


ай а | 
{3) а ва 
| @ 6 с 


Слькегые П. Круговая перестановка строкъ (или столбиовъ) 
опрахфлителя нё изм нлеть его знава, если окъ нечетнаго по- 
ридка, и ММВ няеть, если онь четнаго, 


Раньше ч7иеь допазить спразехлиноетю этого елфлетия, необходимо 
сказать, что слфдуеть розумЪть подъ круговою перестановкою. 


Круговою перестановкою буйвк называется зам на кажхой 
буквы непосредственно елфдующею за нею, & послфдней пер- 
звою. Таль, имбя разм цене 


{) азвейе, 


и замфияя букву а чрезъ 0, Б чрезь с, с чрезь 4, @ чрезь е и с чрез 
&, получих! 


{1 беде, 


что представить круговую порееталовку элементовъ размёщения (1). Ре- 
зультеть круговой перестановки букрь можно лолучить посредетноме, 
ряда переетановокь букзъ по’ кв, при чемъ каждый разъ первая бук- 
ва будегь подвигаться на.одинь рангь вправо, & одна изъ остальныхь 
злфво на свое окончательное мвото, Такь послвдовательно будем им ть: 


а В с Я е- данное разыуБщене 
лотОмЪ: Фбасае 

Бсаае 

с аае 

$ с Че а опончалельное разы щен. 


акъ вндимь, нервая буква & перестанавлинается поочередио съ 
хаждою изъ остадиныхт; слёдовательно такихь ‘перестановок ‘ буквъ 
по двф для получешя результата круговой перестановки требуете 
столько, сколько вебхь буквъ въ соединёши безъ одной; въ нашемь 
примЪр\, слёдозательно, требуется 5 —1=4 перестановокь буввъ по 
дв; въ общемь случаф, когда и бужвь въ соединещи, такихь пере- 
ставовокь будьь по дв потребуется (#— 1). 


Круговая перевханолка, напр., столбцов въ опредфлитед»’ будеть со- 
столть въ передвижения везхь. па одинь рангь вяЪво и въ постанов- 
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в перваго, вынутаго предварительно со своего мфета, ла оспободив- 
шеесн мёсто послфдныяго; напримфръ: дано 


«ба 


а бе 


| & 
посл круговой перестановки будеть: 


Баш ' 
т а 


в а 


о доказанному еейчась такая круговая порестаповка можеть быть 
получены поередетвомъ послВдовательныхе перестановокь столбцевъ по 
два: сперва первато со вторымь, потомъ съ третьим» и т. д. нахонець 
$5 послфднимь; хыкдая же такая перестановка изиилеть знакь опре- 
дЬхителя, ил, хавъ можно еще выразитьсл, зводить множителемь 

. - 1; квавъ тажихь перестановокь стохбцевъ по два требуется #— 1), 
ло этотв мпожитель будеть введенъ столько же разь, и, слвдователь- 
но, окончательный результать получить множителя-(-— 1)"-*; по это 
будеть -1, когда и, порядовь опредфлктеля, ость число нечетное; 
и —1, когда онъ есть число четпое; отнуда и слфдуеть наша теорема, 


166. Изь самато опредёлешя опредфлителя слфдуеть, что: № Если 
38$ элементы какой либо строки {пли столбца) равны нулю, то 
и весь опредфлитель равенъ нуля. 

“Въ саномь дЬлЬ въ хаждый члень опредфлителя войдеть одик изъ 
элементовь этого ряда мложителемь, слёдовательно, каждый членъ по- 


рознь, а значить и ихъ суныа -—0. Напр. 


ве 
000 =0, 
аег 


П, Если всф элементы одного рядь (строки иди столбца) опрё- 
дфлителя умножить (или раздфлить) на одно и тоже число, то 
и опредфлитель умножится (или раздлится) на это число. 

7 Ьйотвительно заждый члень оредьлителя; будеть содержать одинъ 
элементь изъ этого ряда множителемь, олфдовалелюно умножится (или 
рездълится) на того множителя, на потораго мы умножаемъ (или д- 
линъ) ве олементы этого. ряда, а, слаховалельно, и ихъ алгебранчес- 


кая сумма, т. е. самъ оиредвлитель, умножится (или роздфлится) на 
тоже тиоло; напр. 


| а 26ё | ве 
@ || =рае Г | 
В Ын [вам 


187. Теорема. Если вс элементы хажого нибудь ряда горизон- 
тальнато или вертинальнато, за нохлючевемъ одного, равны ну- 
ю; ‘то опредфлитель прийодитоя въ проиаведенню отого не- 
т Матожающагося элемента на другой опредфлитель поряд- 
и единицею пияеё порядка данного опред литени, 


'Нояснимь эт еперва примфромъ. Пусть у насъ будеть опредЪхи- 
тель третьяго порядка и нуоть И ==0 и в =0; 


тогда этоть опредфлитель приводится къ одфлующему виду: 


и в @ 
$3 6 


‚Намь извфетно, что вс члены опредфлителя можио получить изъ 
тлавнаго члена, производя зсевозможныя перветановкм вначеовъ. Но 
очевидно; что ивть надобносги производить перебтановку  танъ, чтобы 
значень (1) прилисвалоя элементамь Бис, чак® каз олемеятн 0; сб, 
равные нулю, обращали бы и т членн, въ которые оки войдуть, тан 
же вь нули. Значить въ главномх тлель сибась въ пастолщемь случа 
достаточно верестаназлизить значни Зи, не трогая зивчка 1, чтобы 
получить зов члены опредфлитедя,. отличные оть нуля. Сдфлавь это, 
мы получимь слёдующее: 


высь — баб» › ' 


в, ВЯ (За скобки, будемъ имты 


ася) те м © 
Фа 63 


в (бус: - 


Теперь докажемь эту теорему въ общемь случа, т.е. примфияя ке 
опредфлалелю з-аго порядка, предварительно замбтиши, что любой 
элемелт» какого бы то ин было ряда можно перевести в% первый то- 
ризонтальтый рядь ва первое мЁето. Предиоложимъ, что {-ый эле- 
менть въ гой отрок слфдующаго опредёлители я-аго порядка тре- 
буется перевести ма первое мото: 


Чл” Чья из... 


'Произведемь сперва круговую перестановку горизоятальныхь рядов, 
начиная съ 1-го до го включительно, замйвяя послдовательно важ- 
дый ряхъ предшеетвующимь рядомь, а 1-й рлль Ффымь. Тавъ какь 
тавая пересталовка равносильна (#— 1) перестановкамь двухз рядовъ 
{что мы доказали раньше), & каждая перестатовка двухь рядовъ м*- 
наеть знавь опредёлителя или, иначе говоря, прибарляеть множите- 
демь —1, 10 круговая перестановка $ горизонтальныхь рядовь изыв- 
нить $—1 разъ знакъ опредфлитехи или, иначе, прибавыть множите- 
лемь (—-1/?. Равнымв образомь дЪлая круговую перестановку вер- 
тикальныхь радовъ ев 1-го до №-то, мы прибаримь въ опредфхителю 
множителем» (—1)“”'. Онфдовалелюно оть’ круговой лерестановни зер- 
тикальныхь и горизонтальныхь рядовъ произойдёть 1—1)--&—1) 
перомфнъ знака, или, инале говоря, опредЪлитель будеть ниЪть посл 
вефкв пореслановокь множителенз (—1)*, (—-2, получеющееся при 
сяожени $—1 и #— Г можно отбросить, тёнв хань (-- 1—2 ==-Ё 1), 


Итань совершивши 808 круговых перестановки, мы получим: 


ОХ | а 


бла @-ы бе 


були бал ня бони. Янауны т ° 


бк @л 


со бньь бары тт ря 


Тенерь переходимь хъ довазательству теоремы, предположивши, что 
всВ члены 1-го горизоптальнаго ряда за иовлючешемь а, разны ну- 
лю, т.е, 


Вев члены опредВлителя выводятся вообще изъ гланнаго члена— теперь 


бб бо... абы бд бла, ба ‹ 


ели <, и 


ба ба ба. бла бад Челны" биз 


сли >, переетановкою или л%выхФ или правыхьъ значковь. Произ- 
зедемъ перестановку правых»ь значковь. Лено, что значка # ить ка- 
добности трогать, тавь важъ это ввело бы тЪ элементы 9-го ряда, во- 
торые равны нулю, члены же опредфлителя, содержание въ.себ%. эти 
элементы, ” равные нулю, кножителями, сами обратились ‘бы. въ нули; 
поэтому. дерестаназливая правые значки въ главномъ членф, мы дол- 
аины оставить: 1-й элементь безъ перемфиы. Отеюда очевидно, что ио- 
лучениые. члены составять опредфлитель (з — 1)-го порядка еъ. об- 
щинь множителемь а, ,. 


о — 
Окончательный же результать по обозначению Якоби выразится таюь: 


(Иа, У 


ЧА Ч раза бла д был 


д 
вн <, и 

(0 
евли (>В. 


Теперь замбчаежь, что кослфдьЙ опредфлитель (безь множителя 
&,х) получится изъ основнато опредфлители черезь вычеркиваню того 


столбца, и той строки, на персефчени хоторыхь стоить злементь отлич- 
ный отъ нуля, т. е. чрез, вытеркиваню }-го горизонтальнато и #-го вер- 
тивальнахо радовъ и умвотеше па (—-1)*, Означимь основиый опре- 
двлитель черезь А, а полученпый опредфлитель чрезь 4,,. Тогда 


х-= 
Яо ба. бра бы + бя бееныы бан 3 


Не 
(Хана быте ба быадца "бы 


ли 


Тань 


брань ли беруца * @ыь у 


смотря потому, будеть ли {< нли >в. 

168. Изь доказанной теоремы зытевають два сиЗдетвия. 

Слёдетв!е первое. Если вбф элементы, лежмще по одну сторову 
тлалной датонали, равне`‘нузю, о таной опредфлихель приводится въ 
‘тлавному члену, т. в. ранняется произведенно эдементовъ главной да- 
тонали, Возьмем» опредВлителя общаге вида: 


— 2 — 


Веф члены перваго горизонтальнаго ряда за. исилюченемь и, равны 
пулю, олВдонательно этоть опредфлитель приводится въ виду: 


ба 


Равсматривая полученный опредвлитель, мы замфчаемь, что онБ въ 
«вою очерёдь приводится вв произведено а›„ на опредёлитель поряд- 
ка (н—2), тавьъ вакъ 


Продолжая это, мы вывееемъ за опредфлитоль мало по малу ве эле- 
менты глазной дагонали, такъ что, (если мы пославимь въ даль опре- 
дЪлитель на мёета членовт, равныхь нулю, нули), взятый нами опре- 
дфлитель представится такъ: 


аа 0 0. 0 
Я ва .0 
1 @о - 0 |= 841 00. баз бит 


Я бт, 18 


Ч ба ба ине, а, 


‘ал 


ч. в. приводител вь своему главному члену. 

Ся дотв1е второе. Веяый опредфхитель можеть быть предетав- 
лень вв вид опредфлителя зыешаго порядка, 
` `Вьъ вамомь двль, если мы прибезимт къ делному опредфлителю по вер- 
тивальному и горизонтальному ряду, на пересфчеши хоторыхь будеть 
стодть олементь равный единиц, остальные же элементы одного ряда 
будуть равны пулю, а элементы другого некимь либо количествамъ 
ш. В, 7, то опредфлитель сохранить свое зиачене, хотя и будеть те- 
лерь порядяя высшего. 

Наприуврь возьмешь опредёлитель 3-го порядва 
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прибавизь строку элемезтовь 1, &, @, 7 и столбець 1,0,0,0; нолу- 
чимЪ: 


ву | 
ай | 
@ @ | 
аз в в | 


юееФ- 


& такой опредЁлитель будеть уже опредёлителемь 4-то порядка, хо- 
чя значене его не изывнилось, такъ тахъ ош разенъ 


169. Велый оп едфлитель можеть быть разложень ло элоементамъ 


какого нибудь ряда (или строки, или столбца), Двйствичельно, каждый 
алене ‘иредёфлителя содержит непремфнно ‘одинъ элементъ разематри- 
заемаго ряде и такого, нь который бы ие входиль хи одияъ элемелть 
изъ этого ряда, не инфется, притомь козждый элементь входить толь- 
зо въ первой степени, Бзявъ за скобжи одииь элементь этого ряда; 
лапримфрь а, изв 7-й строки, мы получикь въ свобнахь выражен не 
‘содержащее нк одного элемента изъ {-Й строки и перзато столбце; зто 
зыражеше въ скобнакь мы означимь чрезь А„; затвиь переходя къ 
зленамь въ которые зходить а» миожителемь (вь НизЪ а, уже не 
зотрьтимз), и вза15 ето за слобки, получим взмражене, несодержащее 
ни одпого здемента, изъ 4-ой строки и 2-го столбца; мы его означимъ 
зрезь А„; продолжал отбирать такимъ образомъ члены въ когорие 
ВхОДЯТЬ @д, @н ИТ. д. и ВЫВОДИТЬ эти элементы за скобни, мы накое 
яедь дойдемь до такой группы членовь, въ которыхь во вовхъ бу- 
деть входить только послфдЙ олемекть а, $-0й строки; выводя его 
за снобни, получимъ въ овобхахь пыражене не содержащее ни одного 
элемента 5-ой строки и я-то столбла, которое мы означимь чрезь А. 


Такимь образомь опредзянтель 


Я во а. 
ба @а 03. 


бы @30 за 


@) 


такъ предетавител: 


©) д авы Аи 2. Явы, 


или, сокращенно обозначая сумму при помощи знака У: 
=в 

ХА, а» 

2% ау. 


(3) А = 


Я 


Точно тдкже можно расположить. зоть.же опредфлитель и по эле- 
ментамъ 4-10 столбца; мы будемь ими 


О А Аьь Ч Аьвы 


„4, 


хли, короче; 


Ая 
(5) А= Я Ана, 
&— 


ТДЬ А также не содернить ни злементовь й-го столбда, ни строи 
2. Напрам®рь распохатая опредфлитель 3-го порядка по-злементамъ 
первой строки, или 2-го столбца, будемь имфть: 

чи а `. 
и @ а (бьев — об) -НИ (сов — ачез)-|- с (быб-—вьаз) 


В 6 


$ (враз —азоь)-Нн(еми —аве Ни (а ав»), 


170. Какъ въ этомъ прим№рф коэффищенты въ разложеши ‘опред- 
литеня тротьйто порядва по‘элемениаме вакого нибудь ряда (первой 
строки; 2-то столбца) овазались опредфлителями второго порадкй изъ 
элементов остальныхь торизонтаньнихь и вертянальныхь рядовъ, такъ 
и въ разложении опредйлителя я-го порлкка (1) по элементам» какого 
либо ряда (напримврь гой строки, или -го столбца) коэзффищенты при 
нихь будуть опредёдители, состарлепиые изъ элементовь прочихь го- 
ривонтельныхь и вертилельныхе радовт. 

ДЬйствительно, если воз олементы 1-ой строки, за исключещемь на- 
принбрь го элемента суть нули, то панть опрехфлитель по $ 187 при- 
зеделея въ произведено элемента а, па опредфалитель, получаемый изъ. 
дакнато чрёзъ вычеркизан!е +-ой`етрови и то столбца и умвожене 
на (—1)"; во вь этомь влучай изъ (2) [или (3)] получится 


деда 


сл довательно 


ди аи 


бррр бл 


ан еб бен ба 


Чалл био" ны -т на 


р 

Тоже самое получиыь, оли во элементы #-го столбца, за, исключе- 
вемъ +то разны пулю. Опредфлители калуь вк формул (1), получае- 
ные изъ данного чрезь выперкивале одного горизонтальнато и одного 
зертивальнаго ряда, назыраютен минорими опредфлитолл, и притожъ 
первыми; они суть опредвлители ® — 1-1 поридиа, если данный я-го; 
иже мы вотрФтимв вторые, третьи, .... ж-ые миноры, получаемые 
изъ данного чревь вычериинаше соотвфиетвенно двухь, трехь .... т 
торизонтальныхь и такото-же числа пертивальпыхь рядовъ; они бу- 
дуть опредЪлители соотифлетвенно и —2, и—8, ..... и-сикато. по- 
рядковъ, 


При помощи формулы (1) сразу можно паписать разложене даннало 
опредфлителя ло олементамь требуемато ряда. Такъ если требуетсл 
разложить опредъхитель четлертаго порядка по олемевтамь 2-Й строки: 


аи @12 Яь @+ 


А—=| вл @з аз бы 


ан @з2 @з5 


баг ав @з ан 


то будемь имфть: 


< 


Тихоменариим и, Вволал. Алзобра. 


па из я Я] 

А = — ам | 932 @з ан а вы @зз @з4 
| за аа | 195 Я а | 
ан ба + | ва а 


тд 
-Р 64| би @30 @35 


—` Я: | аи @2 @ы 


| 
|2 ав А [ба @из быв 


Если вт (4) предыдущаго $ олементы а, гой строки замБникь уле- 
ментами Ё-ой строки, то получимъ 


ибо лЪвая часть есть пе что нное, какъ разложене но элементам ой 
строви опредфлители, вт, которомъ эломепты 1-ой строки равны соот- 
вЪтотвеннымь олементаыь #-ой строки, а хакой опредфлитель по 8165 
фавенъ нулю. Точно также, еели въ равенствЪ (5) предыдущато $ за- 
мфнитв элементы /-аго столбца, элементами Р-аго, то получимь: 


(3) 


ибо лЪвая часть теперь Нредставляеть раздожеше по элемецтамъ #-аго 
«тоябла, опредфлителя, в5 воторомъ элементы #-аго столбца, собтввт- 
етвенно равны эдементамь {-аго столбца, а тавой опредфяитель по 
8 165 равенъ нулю. ` 


Такь будемь имфть для примфра повна ипредыдущато $ 


аз(Фьез — сбз) -- ы(соав — азс) Е со (азбз — баз) = 0. |. 


171, Если элементы какого дибо ряда. состоять изъ суммь извстня- 
го числа слазаемыхт, то опредфлитоль разобъерол на сриму таз 
числа опред®лителей. Тавъ,- сли 


ар == 


а, в, 7, 


дли 255 1,2,3,.... и, то. опредфлитель 


ап а... Р-Р... вы 
вл за Из 
АН бы вв. Роба и) 
| 
аш би, би | 
разобъется ка три тавимь образомь: 
| | 
| ша баз... бы а аз. 
ба @20.... 0.1. ба | ат ав... - в... 
А—| ви 442... ба... ба | 2 бе... 63. 
| 9ы а бл. Ян бя 
| (2) 
Гб ба... сы 
аа бра... 79+: ол 


гам д. :.. 78-2... @ы |, 


Иуйствительно, располагая А по элементамь й-о столбда по фориу- 
ль (5) $ 169, будем -имфть: 


д ли ь т 


и [ 
= 24а Аи 2 Ань, 


зАВёь шо первая бумма есть именно розловене по элементамь. #-го 
стоябща перваго опредфлитедя во второй части (2), вторая, сузима. та- 
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кое ‘ке разложеше вторато онредфлителя во второй части (2), третья 
сумув разложене послёдияго опредфлителя во (2), откуда и слфдуеть 
«казанное. 


178, Отсюда слфдуеть, что опредфлитель не измфничея, если ко 
в ментам» одного етолбща (или строки) прибавить одинаковую 
линейную фупинно *) соотвфтетвениыхь олемелховь прочих отолбщевъ 
(или строкъ). ДЪйствительшо, если въ олементамь а, й-ато столбца 
опредьлителя А прибавить выражене 


(п Лав Е дава- -Р а ьегЕ Аана А @ь 


=1,2,3,.... п), то будемь имёть раскрывая полученный тавимъ 
обраломь опредфлитель &': 


в 


д’ а Ра Аден Ра Аабыда зе ЗЕ@,); 


зторан часть этого равенстве сперва по предложению $ 171 разобъетел 
ва сумму, въ каждомь блалаемомъ которой но предложеню И $ 166 
можно будеть общаго множителя вынести за знакъ суммы, и мы тогда 
получив: 

я в 


А’ = Х 
^ 5 


вв 
ы У - 
ыбс Е», ея Аа т 


= „ ‘ 


> Аба 5 о Арбьы 


= 


но здреь во второй чаети по (5) $ 169 
ив 
ры АА, 
в проца сумиы, будучи одного типа съ суммою въ (3) $ 170, равны 
нулю; слёловатедльто 


А’ =А 
что и выражаеть каше предлонеше. 


178. Ве 
они единица, 

Мы можемъ достигнуть требуемато результата, едфлаюь предвари- 
тельно вов элементы какого либо ряда равными, чего можно достиг 
яуть умноженемь побхь оломентовь перцендикуляриыхь рядовь па 
прилично зыбранные мложители и дфлемемь всего опредфлителя на 
“уромяведене этнхь множителей, Сдфлаюии ихъ этимь снособомь реле 


жыми другь другу, мы раздъхимъ затВжь этоть рядь равянхъ элемен- 


какого нибудь ряда могуть бытв едфланы рав- 


*).т, ©. первюй отелеяя. 
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товъ а ихъ общую величину, которую и выновимь множитедемь за 
опредфлитель;: мы подучимь тогда въ онредълитель рлщь злементовь, 
равныхь единииф. Положимь, что намь дань опредфлечель 8-го 10- 
рядка 


ин! 
Га в в 
| Вы © 


х требуется сдфлать равными единиив элементы 1-й строки. Сдфлаемъ 
сначала ихъ равными другь другу. Для этого помножимъ послЗдова- 
тельно элементы 1-го столбца на произведене остальныхь злементопь 
1-й строки; элементы 2-т0 столбца и 3-го также на произвелене осталь-. 
ныхь элементовъ. 1-й строки. Понятно, чтобя не изуунить значеве 
опредйлителя, мы должны раздЪлить повый опредёльтель па произве- 
деше этихь множителей отолбцевъ. Вудемь име: 


‚ аыо бо ды 
308: @2Ъ,0, Выше: он 
д 
оба бе 6 
Дёлимь тешерь первую строку опредфлителя па айс и умножаень 


весь опредфлитель на мФс:, чтобы не изыфнить ето значеня; будемь 
имЪть тогда: 


|пиа й | 1 1 11| 
а ы —иыа! обе бабы боб | 
4 В в | аа Ба ии | 


Понятно, что когда мы имбемь дЪло съ элементами калой либо стро- 
хи не взаимно-проетыми, то легко едфлать эти элементы равными ме- 
жду собой, найдя ихъ пвимепьшее кратное число и помноживши эле- 
менты каждаго столбца, р: 63 дополнитльные множители элементовъ той 

. строки. 


174. Мы можем превратить въ нули. 30$ элементы важого-либо ря- 
да за искроченень одного. 
Положимь, что мы имфемь опредфлитель 5-го порядна и нужно обра» 


тить въ нули 2-Й и 8-й элементы 1-й строки. Мы уже знаемт, что 


миа | па | 


ав фе о 


азфье Ваиб. ба 
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мы достатнель требуемато, вычтя элементы 1-го столбда изъ элемен- 
товъ 2-го и 8-го. 

Тоже самое можно вызести иваме; прибавимь ко 2-му и 3-му столбцу 
даннато опреднители соотьвтотвуюние элементы 1-то столбла, умно- 
женные на нзкохорые множители 2 дли 3-го столбща в р для 3-го, 


мы получихы 


откуда получим 4 подетавиюь въ предыдущее, 


будемь имЪть: 


| ° в: 


Въ общемь случа, если мы желаемь обратить вв нули всф эземен- 
ты напримёръ 1-го етолбда, ва, исключенемъ элемента ау, то придаемъ 
хо вефиь олементамь этого ряда одинаковую линейную функцию соот- 
зВтетвенныхь элемевтоль прочижь елолбщевъ съ неопроедвлелении х03ф- 
фищенлами д [(1) $ 172], воторме и опредфляемь изь условй, чтобы 
для зелкаго 2 не развнаго $, имфно-бы мфето равенство: 


Ааа -Е я, -г А Яны ла, =0 


тамихь уравнеый будеть п-——1 въ #—1 неизизетными 4, откуда мы 
яхъ и найдемь, решал по способу, который будеть давъ нами ниже. 


ыы 


175. Съ помощю изложенныхь въ прехыдущихь 8$ свойствь тре 
дЬлителя, оть можеть быть подвергаемь различнымь прообразовнь; 
а также‘и вычиелень, не рясврывая его на самомъ дВлЪ ни сразу по 
$180, ни постепенно по 8 169 (т. в. располагая слерва по эдементамъ, 
зервой строки, затЗиъ толще поступая о. множителями. этихр олемен- 
тов, и т. и.); МЫ это покажемь на двухь примфрахъ. 


Т. Пусть требуется найти опредфлитель , 


Ато и} | (1) 
1 0 2 
то 


мы ужножимь первые строку и столбоць наждый ня д, вторые на у, 
третьи ка 2; и затЪмь весь опредЪлитель раздфлимъ на &3у??; овъ 
по предложен П`$ 166 оть этого неизмфнител, но мы тогда будемъ 
ить: 


ох уе 


| 
|= 0 дуг? зу’, 
} 
| 


ул? 0 де 


в айва? 0 | 


помножая первую строку и столбецв въ этомъ опредфлитель она хуг 
и дЬля весь опредфлитель на, и?у?г?, ны его не измфинмъ, но получимъ: 


0 дла е ву 


1 |2 0 ай у 
_ . 3 
Ч пуб ау 0 зу | 8) 
| | 
У 


дуг луз 0 | 


лфля здЪФеь элементы каждой изъ 4-хь стровъ на дуг, & весь опредв- 
литель умиожая сл®довательно на 2‘у‘#*, мы ето не изыфнимь, но (по 
совращени) получим; 


|0 уа 

|2 озу 
= урох м 
узо 


тавимь образом опредфлитель: (1). мы свели на опредфлитель (4); этоть 
же послВдЕ тазъ вычислится, Придадимъ къ оэлементамь перваго 
столбца сумму соотвфтетвенныхь элементовь прочихь столбщевь; по 
8 172 опредфлилель оть этото ие изыфнитея, но ‘мы получим: 


— 232 — 


ву ту "| 


ау Оз у 
(5) А= - |; 
пуб 


ву уо 


здфеь можно по 8 106, Н, вывести общяго множителя элемевтоль пер- 
вало столбца за знашь опредфлителя, поси чего будемъ имЪфть: 


Е 
о 


= 
м 


(8) ` А=@-фу-э) 


всоса 
= 


в 
| 


Вычтя здфеь элементы первой строки изь соотиЪтотиенныхь элемен- 
товъ каждой изъ остальныхь (что есть частный случай преобразованя 
$ 112), мы будемь имть: 


1 Ея у 2 та у 2 

1 оу © па-уу 
(1) в= = ; 

1 8 0 реа ии ув 

т у 0 буша —4 


& это по 8 167 приводится ъь такому: 


в 9-у у 


(8) 2—2 у 4 
у ау —8 
Придавая первый столбець ко второму и третьему получимъ: 


—# ау уа-х | 


(5) 


— 283 — 


вынося обще множичели веЪжь элементовь 9-го столбща: ету, 
и третьяго у — х, ва знавь опредфлителя, будемь имфиь: 


11| 
” 1 
Ве у-у ит 0 (10) 
у 01 


Вычитая изъ порвой строки этого опредфлилеля сумму второЁ и 
третьей, мы будемь имфть; ° 


аж тт | иеи 0 о 
ИНН 
|" 1 °|- 8—5 10; (11) 
| 
ит] у ОЕ! 


послдийЕ же’ опредфлитель по $ 167 приводится въ чажому: 
1 
Е ея, (12) 


ибо 
|10 
|| 


Ветавляя изъ (12) въ (11), изъ (11) въ (10), изъ (10) вь (6), полу- 
ЧИМЪ: 


А (ера @—#-9, . 63) 


или, вынося —1 въ важдомь изъ послбднихь трехъ мкожилелей ва 
скобки: 


А (ш--у-- (-крутре-уНре-у-. 99 


ПП. Примбрь. Пусть требуется зычиелить опредфлитель 


9 18 № 


| 4 
9 88 а : 
| р @) 
30 40 54 18 

1 


р 37.461 


Изь первато столбца можно вынести 3 за знань опредфлитедя, поел® 
чего будемь имфть: 


|8 ‘| 
[| ва 8 | 
(2) &=8 |. 
110 40 5 13| 
| зишы | 


Тенерь въ этомъ опредфлитель иостараемея уменымить вов оэлемеп- 
ты. Для этото изъ элементовъ ‘втораго столбца, вычтемь элементы пер- 
заго, унноженные на 4; изъ элементовь трежьяго т же олементы изр- 
зато, ухоженные на 5, и изь послбдняго тВ же, ввятые один разь; 
мы получим тогда 


12| 
вазе | 
(3) Г. 
0043 
ввоз 


Вычтя изь перваго столбиа сумму двухъ поелфднихь, получимъ: 


0121 
(4) аз, 143801; 
048 
И: 


зычитая первую строку изъ второй, получимъ: 


о121 
(5) 811 |; 
| зочз 
— 503 


вычтя изъ второго и третьяго столба послфдн, получим 


{6) 


мне = 
о бю на 


— 2% -— 


вычтя третё изъ четвертато, будемъ иыфть: 


о ото | 

а=3.] 1 Е (1) 
зато] 
—1 230. 


& этотъ опред\литель призодитея нъ опредёлителю 8-го порядна по- 
ль круговой перестановки трехь первыхь столблевъ; 


г ото 100 о] [1 21 
= 1 зо =с о 1 эт =| за |. ® 
| вв то 1 8—8 ы |5 20 

| 2380 8—1 2 9 | 
Вычитая нослдей столбець изъ перваго, получим: 
| 021 
= 1-92. (9) 
— 20 


21 
= О-о, (10) 
—1 зо 


а этоть опредфлитель призодитея въ опредфлителю. второго порядка: 


Е 20 
В=(- 0 0 21 [5—1] 2 в; (11) 
о 21 [-1 р 


подотавивь 50 вв (7), получим: 


а=3.(-5 =. й (12) 


4) 


6) 


7 


8) 


— 236 


Ходь вычислеши здфеь можно разнообразить, 


ИПримфры для упражнеый *). 


5.—0 по | 
—9 3 
—10 —п 124 2 1 
и =810. 9] 4-9 1—0, 
и ви |6 ва 
0 4 2—6 
тт 
в тт-фат |-=94. 
111 
| 7—2 05 25 —15 28—5 
— ба —16 —10 195 
—=— 0972. 5) == 194400. 
6—1 53 28 9 
5 2 34 —5 5 9—5 
вуаш 
ое 
визу ная — 2-й -)- вау — 
юазуе ие) 
| 
жж у а 95| 
уж ш а =—@уеь-—оердеуее-н9х 
в им у, Хау. 
ю её ум: 
| 
111. 
т 
#87 = ев 
ета | (8—8) (@—7)(@—9)8—)0-—-90—9. 
28 98 уз 08 


> № ивы: Зытол. „Героя @о/иёбго зирёешеет, цтайще раг М. Выль Рама 2888, 


О | 
в вуб | -в-9 90—96 -7е-8х 


3} 


те! жене 8) 
[сви 
а |й ыы =[{е-ь-ая-- 
10}| (@--2)° 6-2 е-4з | зле -ава- в] Ж 


(5-6 @# @ . 
п) ра (ера Го == 2006 (& +6 -- с). 
ы # бр 


1 1 1 


(би--2 (6-28 ел Ж6—4 6—8 (@-—5. 


1)| эта 50 эту аа ры -4 и- а 
03а 6038 6087 | 


608 (6 8) оз 7 о &) 


13) во Ча) ев ву) ати — 


эе-нр зан) теч 


ат тиб : (був : («—». 


па зт В 1 7. | 
14) ев в03 В в037 г 


Зт осо и осо 1 ус0вУ 


8. в 


бт Изба 9-я @--7) яв у--9]. 


15) Привести къ’ одному члену. опредВхитель: 


— 238 — 


зе  эш2а  зп3а 

зшЗа бе  чп9а 

збе $1108 зн ба 
116. Кром раздожени опредфлителя по элементамь какого либо 
ряда ($ 169) ееть еще другое разложсте, принадлежащее Ланласу: 


воторое во многихъ случаяхъ бываеть полезно, и которое заключаеть 
зъ себЪ упомянутое какъ частный случай. Пусть данъ опреджлитель: 


@) А} ат бб. 


Два опредфлителя составленные одинь изъ элементовь, находящихея 
за пересфчени казихь либо жьстрокъ опредфлителя съ какими либо ть 
отолбщами, ® другой изъ элементовь, паходлщихся ма пересёчени 
остальныхь ‘9 “чи строкъ съ остальными и — 7% стоябцами, назызают- 
ся дополнительными одинь къ другому. ЗамбтивЪ это, мы дохажемь 
чакую Теорему: - 

Опредзлитель А равекъ сумиф миноровъ т-го порядка (см. 
& 110) составленныхв воёми возможными способами изъ эле- 
ментовъ кавихь. либо # рядовъ, помноженныхь каждый па 
его дополнительный, если предъ наждымъ такимъ произведе- 
эыеиь ставить знакт [я —, смотря по тому будет ди про- 
‘ивведеке тлавныхь членовъ перемножаемыхь миноровъ при- 
падлежать къ Т или 1. власеу (см. $ 159) *). Такъ какъ воегда, 
можно, изизняя надлежащимь образомь знавъ опредфлителя, любыл 
<тровь (ихи столбиезъ) перевести на мфоти первыхъ #2, то для дока- 
зательства нашей’ теоремы мы можемь ограничиться разсиотрёщемь 
<лучал, кохха упоминаемыя зъ-теоремВ ииноры составлены вефми воз- 
кожными способами ивь элементонь первыхЪ т отрок», и слвдонатель- 


=) 35 сушму будем ‘пазазить равложеномь бпрекйдателя о нипорамль #70 'орадио 


— 29 — 
но ихъ дополнительные изъ эдементовъ остальныхь #— 2 стровъ 
и стоябщевъ. 


Для составлешя одного мирора изъ олементовь первыхь р стровъ 
мы произвольно выбираекв т столбцевь но изъ и столбщевь но‘ 
можно выбрать 


в(#— 1—9)... им 
1.2,.8.....% 


| 


способъми; едфдовалельно столько и будеть вебхь этихь миноровъ, ко- 
торые нужно помнокить на ихъ дополнительные. Каждый такой ми- 
лорк будеть состоять изъ 


1.2.8... и (3) 
членов, в ег дополнительный изъ 


1. 


... (8—9) (4) 


членовъ: такимъ образомь паждое такое произведеше минора эл-Го по- 


рядка 30 его дополнительный будеть соетоять изъ 
РИ. 


1.2.3..,.тЖ1,2,8.,,. (и — м) (5) 
членовь; & какь всфхь тбжихь произведенй 


в(#— П(и— 2)... и 
1.2.3... 0 у 


то помножая предыдущее число {5} на это послЪднее, по совращене 
получимь такое число вевхЪ членовъ въ разложени по минорамь т-го 
порядяа: 


ви— Пи — 3) 


‚вт т). 8.9.1: (7) 


& э10 и есть число вобхъ членовъ опредфлителя (1), Ве получаемые 
тажимь образомъ члены разножетя опредфлителя 4: по минорамъ 2-го 
порядка будуть различны, ибо состоять все изъ эхементовь взятыхь по 
одному изь каждой строки и каждаго столбца, ибо миноры суть опредёли- 
тели же. Далбе знаки. ихъ будуть одикае съ сосгазленними изъ 1х 
ке- элементовь членами опредёхителя: въ самом дЪлЬ, если мы вт 
хавомт. либо изъ нихъ переставимь олементы съ. обоими ихь значка- 
ми, ‘чтобы расположить ихъ по порядку напр. лЪзыхь значЕовт, кавъ 


это мы дфлаемь для опредфлителя 4, то это не выведеть члела нзь 
его класса, ибо, какь мы видфли вь $ 163, перестановка буквЪъ съ 0б0- 
ими аначкахи изибняеть число вепослёдовательностен на четное чис- 
ло. И такъ эъ разложени вашего опредфлителя по минорамъ 21-го по- 
ряьа, ио раскрыми каждаго произведены минора на его дополни- 
тельный: 15) число чненовь окажется тоже самое назь и въ опредЪ- 
дитель; 99) каждый изь нихъ будеть содержать по одвому элементу 
изъ каждой строки и каждаго столбиа, и 39) имфть тожь же знакъ 
хакъ и въ опредфлитель, что и доказываеть пашу теорему. 

Примфрь. Возьмемъ опредфлитель 5-го порядка и предложимь себ® 
развервуть его но опредфлиуелямь 2-го порядка изъ элементовь 2-й 
и 5-й етровь: 


(п = в вофы 


Переставиюъ строки первую и вторую: послёдняя тотла придеть на 
надлежащее мфето, по опредфлитель леремёнить зназь, или, иначе 
товоря, получниь множителень — 1; повлв этого сдфлаемь круго- 
зую переставовку поолёднихт 4-хъ строкъ, тогда 5-я строка при- 
деть на второе мЪето, ко опредфлитель пробрёлеть множилеленъ 
(—10-1=(-1)8=— 1; 65 превнимъ это даеть (— 1) =-21, и но- 
тому будехь иифты : 


аа 


Й 
| 
(2) ` в=| «чи о йа 


'Изь элементовь: первыхь двухъ строкъ этого опредвлителя можно 
4 


составить 10 опредфлителей 2-го порзцка. В» КАЖДОМ произ- 


1.25, 
ведеви такого эаёнорв ка его’ дополнительный число неноелфхователь- 
ностей въ ЗнаЧкахь ‘будеть одно. я тоже, именно одна оть 255 1 и 


аи -— 


три оть 5 вь 1, ль Зи нь 4, итого четыре, т. е. четпое число, а 
потому миишно ша эти непослфховательноети не обрашеть внималия, Не- 
зослфдовательноетей алфавитлыхь будеть 35 каждомь разхичкое чие- 
10; сосчитавъ ихъ, мы опредфииыь зназт, который нужно дать кам- 
дому члону. Такимъ образом мы будемь иубты 


ай 
шв 
аз в 
в 
а; 


шой а 
е 9 

3 сз. @ | -] в 
65 

са а ва 
4 в 
&; 65 


171. Означая минорв ого ‘порядка опредёлителя А, составленный 
изъ элементовъ опредфиеннихь #2 рядовь (горизонтальныхь или вар- 
тикальныхь) мрезь Л/„, а его дополнительный чрезь №,.„, мы мо- 


жемь нащгу теорему лисьменно выразить тазимь равенством: 


А=хМ,. М, „, . (1) 


тдф Х распространяется на В 


1—1) (#—2)...... вт О 
т. бат ©) 


соедикешй изв я рядовь пост. Если одинь изъ первоначаткно взя- 
тыхЪ для состваленя опредфлителя и рядовь замфнимь пакныь либо 


Тизонандриийй, Ввошия Алгебра, 18 


рядомь изъ остальныхь #— т, то ве М» обратятся въ друге, во- 
торые означимь чрезь №М»,; если два изв т рядовв замфнимь хзумя 


ча} 
изь оотальныхь »—т, 10 16% М„ перейдуть въ опредёличели, ко- 
торые озналимь чрез №М",.... и т. дз если В изъ т рядовв замф- 


нимь № рядами изъ числа остальныхь я—т, то вс М обратятся 
въ м. Тогда мы будемъ имёть тая тождества: 


<) 5М,.М,,=0 
УМ, М,—. 

(4) ы еее аня 
хи. м „= 


ДЬйствительно лвыя части отихь уазенотвь будуть по (1) пред- 
оставлять разложешя по минорамь го порядЕа твхъ опредфиителей, 
которые получател изь А чрезь замёну ибкоторыхь изъ его рядовъ 
другими параллельными; а тёше опредфхители, имфя нбвоторые ларал- 
дельные ряды олементовь одиноховыми, по 8 165, {, равны нулю тож- 
дествелно. Эти тождества мотуть быть полезны при рёшеши ифкото- 
рыхв уравнешй. Если т==т, то (1) переходить зъ (3) или (5) $169, 
& (3) во (2) или (3) 8 170. 

178. Предложеше $ 176 можно обобитить слёлующимт образом». Выбе- 
`ремъ вперза жи строк и составим изъ нихъ везии возможными способами. 
опредёлители эжн-го порядка, которые мы означимъ чрезь 4„,; изЪ о 
хдальнёйшихь строкъ составимь таким же образомъ опредфлители 4, 
порядка чиз-го, ит. д.; наконець изъ послёднихь остающихся и, строиъ 
составимь опредёлители 4„, порядка о -го; изъ числа отихь опред%- 
лителей выберемь любой изъ А, помпожныь его на одияь изь та- 
хихь А„,, нотораго элементы не лежать въ однихъ столбцахь еъ пер- 
вымъ; это произведене помножимь ка одинь изъ тёнихь А», вотора-. 


то элементы не лежать въ однихь столбньхь ни съ которымъ изь пер- 
выхъ двухь, и т, 5 яалонець помнояиыь произведене 


(1) Ам. Ан... 4, 


черт 


на единственный остаюнийся опредфлитель иго порядка, которато 


злементы не лежать въ однихь столбщахъ ни св которымь изъ прежде 
звятыхъ [т. е. (1)]}, получимь произведеше 


(2) Аш Ан ++: Ан 4, 


ра “и 


Ш 243 — 


хиноровь, составленныхь изь всфхъ стровьи везхь столбщевь даннаго 
хпредфлителя, но различныхь ть каждомь иинор$. Взявъ сумму произве- 
денйй вида (2), состазленныхь зобми возможными способами и со знака- 
ми-- или, смотря потому будеть-ли произнедене гленныхь членов 
перемножаемнхь минорозь принадлежать къ первому классу или ко вто- 
рому, мы получимь опредфлитель А, Доказываетсл 010 предложеше 
танже, какъ и предложене 8 176, или же можеть быть выведено чрезъ 
послдовательное примфнене этой теоремы къ каждому минору 4, 
пбрядка »— ин-го, далфе въ минору 4, 
ят д 2 


ин 


п_вы-ы ПОрЯДЕА И — 5-ГО 


179. Возьмемъ да таблицы элементовъ, состоящихь каждая изъ % 
отрокъ и м» столбцевь: 


би Чань бт ФИ Иа нь бя 
Чы 59 злее ба бы ба еее бат 
[) [ен] 
| 
би @з бит В бан в 


хоторыя, въ отличе отъ опреджлителей, завлючаемъ между двойными 
чертами. Элементы хакой нибудь {-ой строки первой таблицы помно- 
жииъ на соотвЗтотвенные элементы какой нибудь #-0й строки второй 
таблицы и сложимЕ Эти произведен; полученную сумму означимь 
чрезъ с», тажь что, слёдовательно, будеть: 


соо 2-5. Ны, © 


или, употребляя сокращенное обозначене суммы: 


бы, * (2) 


Тавь кажь такимт способомь мы можемь комбинировать каждую 
строку. Т-0й таблицы съ каждой стровою П-Ё заблицы, 10 мы полу- 
чимь всего и? танихь эдементовь, ханъ с,; & потому изь нихъ можно 


составить опредфлитель: 


изельхуемь его. Ло обозначению Якоби олъ такъ представится: 


(4) = У... бы; 
пнесезгь сюда пмЁсто 21, ба, ›.... @» ИХЪ выражены по (2); мы бу- 
демь имфть тогда: 
= 
(5) Хо бы, 
х 
{6) 5 брбьь еб быьбаь бы, 


мыфл зъ виху, что произведеню изь сумир бтдегт, сумма произведонй 
слатаемыхт. Это модто еще тлкъ обозначить: 


хо - 
(1) С т За, саба, В Вы зе Вы 

ел 
тдЪ в №, 16,.... В, пробётмють каждый независныо отъ прочихь 


зеВ значеня отъ 1 дот, а Х безъ значковъ показилаеть, что яужио 
вторые значки с„,пЪ (4), и слжловательно 1% (5) и (6) первые Ув: пере- 


ставить вефии возножияиии снособами, и получающесл члены брать во 
звакомь -- или —, смотря но тому, будеть-ли число пепослфдователь- 
остей этихь значков у и: четное иди нечетное. Но исрвые значки у 


а не зависять отЕ’ ЗНачковь УЪ, какъ то видно изъ (2); слёховательно, 
если мы остаповимея на накихь либо значеняху эгорыхь значковь ув, 
то вс члены полученные пры помощи послФхней упоминухой операши 
будуть множиться ка произведене +фхь же а, а потому выражена 
(7) ‘еще тажъ иредотавиеея: 


я ы 
1— № ху 
(8) С-З быв, Ьфьь 
ль 


эм, 


Здбев УЕ вы +... 5, есть опредфлитель 1-го порядна, состав- 
лепинй- изъ кажихь либо етоябщевь ПП лаблици, Если т <Я, т.е 
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столбце меньше чфмъ строкъ, то каждый такой опредфлитель въ (3) 
но необходимости будеть ить одинаковые столбиы элементов, а но- 


тому будеть ==0; тавпых образомв в 


рЕБть множителем» 0, а потому будеть пулегь ас 
вем сумма; т. в, прн ж«.я будеть 


(9) 


Если ип, то изь чиела опредфлителой 5, ф, --- би, ВЪ (8) 


будуть и отличные отв пушял, именно тв, въ которыхь веф В будуть 
нифть различныя значешя. Если ==, то танихъ опредфлителей бу- 
деть всего одинъ; но въ различиихь членахь сушиы (8) отолбщы его 
будуть иредегазляться вереставленнымя; если ны имь дадииъ ро вс5хЪ 
членахъ натуральную поолфдовательность, то они получать разпые знд- 
хи; отреся эти знаги вЪ множнтелямь изъ элементовь й, можно этоть 
опредвлитель — означимъ ео чрезь В, -—выцести за знавт суммы, и 
мы получимь 


С=В а 


1:2 бы 


но тогда а ..... а, == А — опредфлителю изъ элементоль 
Т таблицы; слфдовательно предыдущее припимаеть такой видъ: 


С=А.В, _ (10) 
т, е. въ случай в ==», опредёлитель С равенъ произведению опредз- 
лижеля изъ элементовъ нервой таблицы на опредфлитель изъ элемен- 
човъ пторой таблицы. 


ели т> и, то опредфлихелей. 5-6 


-в 


„ ОТдиЧвЫХЬ оть 
оо 


иуля будетъ столько, сколько можно сдблаль различныхь соединен 
изв м. буввь по п, т. е. 


(т 1 (—2)..,.. вв 1) 
1.2.3... ' 


(р 


Каждый такой олрецфлитель войдеть во столько членов выроке-. 
ия (8), сколько можно одфлать перестанововь изъ и бушнь, т.е. вь 
` я! ‘чделахь; вели мы приведемь къ охной посл доззчельцосги звачки 
во веБхь этихъ членах, то получимв опредёлитель неъ элемевтовв 
|П таблиды, который означимь чрезъ В, тахимь образомь: 


ззятый съ тёмъ иди другимь знаком; по зывесении его за скобки во вефх® 
такихь членахь, въ свобахь получится зыращене У- ау, в, Я, , 


которое будеть ни что иное, кавь опредфлитель изь элементовь пер- 
зой таблицы, соотвфтетвенныхь элементамь опредфлителя В), [въ (12)]; 


ознамивъ его чрезь Д,, тавъ что будеть 


Зы Оль, +... би, 

бо, бр, > бо, 
(13) . , 

ар ба, бы, 


мы получииь, удержирая зъ (8) лишь члены отличные оть вуля: 
(14) С=>А,В,, 


тдЪ оумна распространяется из вов различных комбинащи значковъ № 
зъ (12) и (13) изъ м шов. 

Равенетва (9) для < и, (10) для т-=и, и (14) для м”>н выражають 
таль называемое правило умножен!я опред хителей. Замфтимь, что 


вторую часть (14 Янотда символически предотавляють такимъ образомь: 


. @н 1 ба -..:... Вы 


бт 42... 
ба 69 24: бы ба... Вы 
(15) 


бл ба бат Фит ба енто бя 


Наприм%рь будемь имть: 


ао | ву | 
я иа «ти! 
де-- 38 Ноу аа | 38, а | ао 
|= 16; 
шах да Рив аи 
ве ||Ву| са |уа ва%||ар 
— , + , , 
ол а м па в ь 2 в 


Когда элемеяты второй таблицй будуть равны соотвйтетвепнымь 
элементамъ первой, т. в. будет и =а, В=В и №. д. 10 мы получимъ 
изъ (16): 


ее 


и а 


ва 5 ва 


ма Ро ав 


[@ 12) 
ае-- 2-1 в 


а 


аа зе 


или равнрывая опредфлители, воторые суть эторого порздка: 
вфе |" 


ча | 


| Зори ео) ва РВ рай = 08) 
ба’ (и — ааа вы. ° 
Еще примбрь: | 


Ча ба @3 


бат Ча Язь 


ал Ча @зз 


(5) 


ата азй в аиба-Разыгбьь добы Раабое-- авы | 


== | вый -Разьй нба бары НаогРаоьз арб -азьа--азобза 


ды ба --азоб баз бы -Равбь--аз 


Пронзвелеве квухь опредфлителей можно представить въ выд онре- 
дЪлители четыррия способами: одипь ©сть здфоь представленный, дру- 
т1ю получыыь: или 1%) сдфлавь во втеромъ строкн столбами н наобо- 
роть, оставляя первый зъ тоыь же видб; или 2%) слфяньь это въ пер- 
возеь, оставивъ второй въ данномь видф, ил наконець 83°) сдфяяьь 
это з5 обонхь. 


Предоставляемв читателю самому это меполнить для послёдняго 
прихфура. 


Если будеть 6, ==) Иля вофхъ значенй фи й, т. е. оба опредф- 
лителя въ (19) скЪлаютея одинаковыми, тогда это. равенотво перехо- 
ДитТЪ въ такое: 


у з 
| ар @а @ в | 


1 
@ат, @з2 @33 | 


аа баз @з 


+ а аз аврал Рас Разав бб -Раззаза-[- 913033 


й 
даре вый -- ал? | ый ата аззазе-аззаза 


а: азерб азабая › вы? бой воз" 


180, Произведск!е какого угодно числа опредфлитехой 6у- 
деть тоже опредфлитель. ДЪйствительно; перомпоживь сперза дта 
85 данннхь опредфлитеней, получимь по предыдущему одинъ опре- 
дВличель, номноживь его иа трет изу, данныхь опять подучныв одинъ 
опред®лимель, который будеть уже произведешемь трехт данных опре- 
дфлителей, и т. д; 
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ЗамЪтимь, что при этомъ данныя для перемноженя опредфлителя 
моруть быть н различнаго порядка, такъ ванъ по 8 168 (слЬщет. П) 
велый опредфлитель можеть быть иревращень ъ5 опредёличель вые- 
щато порядка, Отсюда кромф того видно, что произведеые будеть 
одного порядки еъ множителемь сомаго высшаго порядка, 


Таль еели требуется иайзи произведен!е: 


йа Гы 
и 
за |. , (1) 
2 5 
в: 6: с = 
то мы звыфчаемъ, что 
тай 
| м я 
= Ома |: (2) 
| дз в 


гдз аи В совершенно ипроизвольныя величины, и тора по прави- 
ламь умножения опредфлителей равныхь порядковъ находим: 


а йа тар 
ва Ша || би |= 


а: 1 6 ор 
(3) 
а-Наа-а Вани И-а 
= -Рре--ыв Ри Нема 


ав-Ниа-Нв баром бас 


Входяция сюда произвольных величины & и й входять лишь ка- 
ущимея образомь, а потому могуть быть замёноны пулями, поблф чего 
получится для предыдущато произведен болфе простой ревультать: 


а  ба-ай има 
` а бы ом рей |. [© 
в м о ыы Ко 


Дфйотлительно, если въ’ (3) помножимъ элементы второго столбца 
над; тротьято ла к и вычтемь сумму- изъ” эломеятовь первато, то 
эти послВдее примуть талой видъ: : 
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& (а — а — и) (8—2 — №) 
а (а — да — ша) (В — и —- вуз) 
аз — Ма — ие) (В — и — №) 


и пряведутея къ первымъ членамь, и елдовательно опредфлитель (3) 
въ (4), когда А и м опредЪлимъ такъ, чтобы было 


жА-- на 


ув, 


что всегда возможно, когда опреджлитель 


м 2 
не=0. 
из 


181. Вв $ 170 мы видВди, что каждому элементу ‘а, опредфлителя. 
я-го порядка 


и. А= 
Ян Пратт ° бя 


отвЁчавть нинорь я-го порядкя, опредфляемый формулою: 


Ча ба... бы бы + Чт 


ВА бабла ба обла бля 
(2) аа=(—0 } 
бралбыния + *: брааа@еныьы быв 


Чл ба был быьы +: @ви 
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таким обравомь этнхъ послёднихь будеть такое же чело какь и 
эленентовъ въ данном, т. е. #?; составимь изь нихъ вовый опредф- 
литель тахимь образомъ, что вв данный (1) вм%ето важдато элемента 
поставимь отвфчающй ему инноръ; получимь опредфлитель ' 


Аи 4... Ая 
А= Аз Ар... Ат , (8 
А А.А 


который называетел взаимиымь даннато. Онъ равенъ и — 1-ой ете- 
пени даннато, т. е. 


А=А"". (2) 


Для доказательства перемножимь опредёлители (1) и (3) по прави- 
ламь $ 1179; будемь имфть: 


ЗА, ЗА... Ая 


ХА, ХУАан..... Аза, 


3 


А. А== ы (5) 


Ане: Ана... Я Аы@ы 


тд каждая изъ суммыъ Х распространяется на вов зиаченя $ оть 1 
до в. Но по формуламв (2) и (3) $ 170 ве элементы этото опред- 
лителя, за исключещемь расположенныхь на главной маговали, равны 
нулю; изь этихь ше послбднихь каждый == А по формуламъ (8) и (5)- 
$ 169. Такой опредфлитель приводится, по $ 168, въ главному члелу,, 
воторый вь настоящемь случиВ будеть 4”; и такъ 


А. 44"; 
сохращал это на 4 и получимь равенство (4). 
182, Между минорами обоихв опредфлитедей существуют тоже про- 
етыя соотношежя, выражаеных слёдующею теоремой: 


Теорема. Опреджлитель т-го порядка, составленный изъ 
элехентовъ взвимнато съ данныив, ваходящихел на перее$- 
чен!и ханихь нибудь т строкз съ кацими нибудь т столбда- 
ии, равилетея ироизведенго (в - 1-0 степени даннато опре- 
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д®лителя на мнноръ (п--и)-то порядк. 


соотвфиствующими мняорами этихъ двух 


& послфдняго, соотв т- 
<твующий дополнительному перваго. [Соотвтетвующими элемен- 
тами въ данномъ опредфлителв и его взаимномь казываютея а, и 4; 
опредфлителей называются 


воставленные изъ соотвЪхетненныхь элементов$]. 


Возьмемь два взаиииых® опредёинтеля: 


й 
Чи 
] 
“щ бита быв 
{1) - 
брани 7 ° быфья 
} 
бт бе. бы г бы т" 9 
нА, составленный 15 миноровъ` перватго: 
Ар А - Ат Аида ыы А 
а А Аы Ане вы 
А Ана: Анн | Анда Чыя 


н- 


4 зи 


Аи :.. 
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Если опредфлитель, составленный изъ ›ё строкъ и из отоябщевь (по- 
ложимь изъ первыхь ли стронь и первыхъ т столбнезь) опредфлителя А, 


обозпачизь чрезь А”, то теорема выразится равенетвомь: 


Аи 42... Ат Чадан бала в, 


Ан Ав ...... Аз, дана 


тн т былые 


Дяя доказалельегое продотавляемь опредфличель А? въ вид опре- 
дЬлители высшаго порядка, состоящаго изъ п строки столбцевь Е 
составленнаго стёдующимь образомь: доколалемь строхи опредфлите- 
ля А® слфдующими соотвфтетвующиями элементами ая цервыхт, строе 
эпредвлителя А, а съ (м--1)-ой строки беремь веЪ элементы равны- 
ми нулю, за ненлючешемь элементовь глазной далонали, ноторыя бе- 
ремъ равпимн едины: ‘ 


За... Ат 
Дано. Чт 
А” 
нае и 
Ар Мы А Ч | (4) 
а А.А Аист Ал 
Ана Аа .... Ат | 
00...90 4 0... о 
0..0 бот... 0 
оо . о. | 
} 
оо . от! 
р 
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Умвножаемь теперь опредёлитель 4 на этоть послёдий. Велфдетые 
вида перенножаемыхь опредфдителей, во вновь получаейонь опред$- 
лителф, элементы зи первыхь строкь будуть суммы, состояния каждая 
изъ п слагаемыхь и происшедпия каждел отъ умноженя элементов 
хакой либо изъ зи первыхь строшь опредфлителя (4) ша соотв®тетвую- 
Це элементы вакой либо строки опредфлителя А, а олементы осталь- 
ныхь строкь, начиная съ (и--1)-й новато опредфлителя будуть одно- 
членлые, кань происшедиие каждый отв умножешя одного лишь эле- 
МеЕТА ==1 какой либо изв (ии: послднихь строкь опредзлителя 
(4) на соотабтетвующ элементь кашой либо строи опредЪлителя А; 


Ан А. АА =. Ан| | @1 


Ад А... Аида Чы | | бы 


( . 
А.А Ана ‚= Ао Аия | @, 
оо 010... 0 


Вы бя 


ао бы че 


"бл беауннна ба 


о 00...01 и бы 

(5) 
Ана: Аа, Ани ХАааи ее Ана 
ХАзан ХАнанни ХА ат ХАнащая Ана 


Аа, ХАнйн-нныЯ, 


Вань МА идите 9 в 


„Янг 


би Чаи Пит бое бий 
ие. ба бла баны ни-8 
Пт. бе Феи нее ав 


Разематривая этоть опредфлихель мы звдимъ, что въ первыхь 
строкахъ элементы. отоящ ка главной д1агонали разввы А; ве-же 
проще элементы равны нулю. Стало быть предыдущее произведен{е 
‘выразитея так: ° ” 


лень те бы | 


(6) 


а это на основан теоремы о разложени опредзлителя по мипорамъ 
изь одементовь  какижь либо ето строкъ ($ 116), или прямо ва осно- 
зан теоремы объ опредёлятеляхь, въ. которых»ь воф элементы какой 
либо строки за исключевемь одного равны 0 (5 167), принимаеть та- 


кой виды 


ААА". 


а по сокращени на 4 окончательно: 


А — 4", 


барина братца" °* бить 
боли бита > Янина 
была быдаи еее: быт 
Чл боец **** балы 
и # 
брлиена биряьыа "> ни 
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Слдстню 1. Если ословкой опредфлитель А равепъ 0, тон 

ве опредфлители различкыхь порядковт, составленные изъ 

элементовь опредфлителх А, взьимпаго съ основныхь А, бу- 
дуть чанше равны нулю, что видно изъ внраженёя (7), 

Сльдетые ТТ. Въ частности при основномъ опредвлителв 4 =0 


будетъ и опредфлитель 2-го порядка, состазленный изъ эле- 
ментозъ опредлителя А, взаимпаго съ 4, разняться пулю, т. е, 


Аа Аа 


(8) = 
| 4, Ан 


Это заслуживаеть звимилйя потому, 110 отеюда вытекаеть таное 
слАдотве: 


г. в. минор, соотртетвующие элементамь одилаковаго ну- 
мера въ двухь строкахь (и №) даннато опредзлителия, когда 
отъ=0, пропорщональны между собой. : 

183. Два элемента опредфлителя, занихелощ{е симметрическое поло- 
жеше въ квадрат относительно глазной датонали, кахь и а, ма 
зываютея вопряженными элемелтами, 

Еевли сопряженные элементы равны, т. е. вели и„==а», то опредё- 
литель называется синметрическимх, 


‚ Миноры симметрическато опредёлителя, соотавленые изъ 
сопряженныхь элемептовь, будуть равпы иежду собой. ЛЬЯ- 
етвительно, ниноръ изь злемептовь, соприженныхь ©5 элементами кал 
хого либо другаго микора, получится изь. этого поелёдияго, если въ 
основномь опредвлителё едфлаемь строки столбцами н наобороть; но 
еимметричесий опредфлитель отъ тажой опера ве изыфнится, 


Приз ре: 
фе 
Ета 
йе 
Это симиетричесый опредфлитель; а 
| Га 
еа| а 


хиноры изъ сопряженныхь эдементовь; они очевидио разны, ибо 06% 
равняются /4—е. Мы ихъ будемъ называть соприжениыми уино- 


рами. Миноръ, канъ 

| р 

} , 

„РЬ, 
тлавная датопаль котораго составлена изь эленентовь тлавной дго- 
нали даннаго, веть самъ еебф сопряжонный. 

Мнноры, которых главная дагональ составлена изв алементовь глав- 
вой дитонали даннаго, называются главкими миворами (Наар- 
шиютей, Зарноп-Ее ег). Они тоже сихметричесые дли еимметрическа- 
10 опредВлихели. Опредфлитель, взаимный ев даннымв синметриче- 
екныъ, тоже будеть симметричесый, ибо его элементы Ази А; въ си- 
лу сказаннаго будугь раввы: А„ == Ан. 


184, Если сопряженные элементы численно равны хежду собою, но 
имфють прохивные знаки, то опредфлитель пазывается косимь сим- 


_мотрическимь. Отило быть иризвавь косаго сизистрическаго опре- 
дфлителя есль равенство: 


Отеюда, если К ==4, т. е. элененть находится на пересфчени одно- 
именных» строки и столбца иди, что тоже, на главной датонали, то 
==— 4: ЧТО возможно, когда @,==0. Это показывасть, что элемен- 


би 
ты главной дтоналя косато симметрическахо опредфлителя разны ну- 
лю. Такт ‘каж сопряженные миноры косаго синметрическаго опредЁ- 
лителя составлены изъ сопряженных его зэлементовъ, равныхь между 
собою по величин®, но инфющихь противные знаки, то таз минори 
численио равны между собой, но отличаются множителемь (—1) въ 
степени, зависящей отх порядка основнаго опредёлителя. Танъ, если 
косой симметричесвй опредфлилель м-ато порядка, то его первые ео- 
пряженные миноры будуть (и--1)-го. порядка. и должны удовдетво- 
рять равенетву: 


(12) Аа" А; 


отсюда, если п четкое, то : 
Ав = Чы: 


т.е. первые сопряженные миноры воваго вимкетрачеекаго’: опредфли- 
деля. четнаго поридиа равны между собой, но вь противоположиыми 
знакам. . ` 

Фухомандриитя, Внешая Алтобра, 


м 


Если же п нечетное, то 
Аз = А, 
т. е. первые сопряженные миноры косаго симметричеекаго опрехвли- 
теля нечетнаго порядка равны между гобой. 


Изь эгихь равенслвь видно, что опредфлитель взаимный съ дан- 
нымт косымъ сииметрическиме, ханъ составленный изъ сопряженныхь 
миноровь даннаго, будеть или просто симметрическимъ, когда дан- 
ный нечетнаго порядка, иди носымь симметрическимъ, когда данный 
четнаго порндна, 


Пряыфре: опредфлитель: 
ое 
--а о а -—е 
о + о 
еее о 


есть косой симиетрическй; опредфлители: 


а —о а 0-4 
о —а-е к а о 
а о —г 5 е Ы 


суть сопряженные миноры его. 
Очевидно, что 


а о-а —а 
а = о-а не, 
а + а ог 


согласно равенетву (27). 


Косой симметричесвйй опрел$литель ночетнято порядка ра- 
венъ нулю. 
Пусть дыюеь косой симметрибескй опредфлижель 3-го порядкв: 


о у "| 
ош! 
а -2 0 


ИзвЪетно, что вели лсЪ элементы какого либо опредфличеля Д я-то 
порядка взять съ образные знаками, то получим результать: (— 14. 
Сльдовательно, если я нечетное, то опредЪфлитель перемфнить знакъ. 
Тоже должно быть спразедлизо и относительно косаго вимметрическа- 
го опредфлителя. Стало быть по перемфн® зкажовъ вф опредфлител 
„В мы должны получить опредвлитель — В. Неремфкяя знаки на са- 
момв дВлЬ получим: 


$ ура 
у об 
до 


что очевидпо, по $ 163, 


0 
= у 
ао 
т.е. В=— В, что возможно лишь, когла В-==0. 


Косой симиетричесяй опредфлитель четкато порядка веть 
полный квадратъ, 
>. о. 


Мы зваемь, чо всяшй опредфлитель 4 © порядка, будучи разло- 
женъ по элементамь первой строки, прилодится къ виду: 


А =: Ара + Аз@з-- Авав--.... 24 


т 
иди, обозночая сумму члеловъ. пторой части равенства без мерваго 
члена сокращенно: 


1» аз 


п. 

А Ана, -- Х Ана. (0 

Важдый опредёлитель вида А; мы можемь’ разложить по элемен- 

таиъ его перваго столбца (это будеть и первый’ дажиаго), а слёхова- 
тельно, ‘обозначая сокрищенно, представить такы 


@ Но РА 


означая чрезъ А; миноръ ого, отвбчеюний элементу а. 
Подставляя это внражеше въ предыдущее равенство, будемъ имуть: 


та 
= ИН 
А дин -- 2 Анийы вы 
Опредфлитель же Ана =-— Ап, ТАЕЪ кажъ для получешя 4), 


изъ Ямы должно переставить въ оенозномь опредфлителВ рый и пер- 
вый етолбешь одниъ на мото другаго, что измфняеть знак опред- 
лителл; а потому, подотавлия вето А,„ въ выражене (3) — Азы, 
получимь дия осповнаго опредфлителя 4 олвдующее выражеше: 


[о 


ПоелВ этого иреобразовая, возможнато вообще для веякато опре- 
дблителя, перейдем въ косому сниметрическому четнато порядка. 

Так какъ элементы главной дагонали кобаго спыметрическаго омре- 
дЪлителя равны 0, 10 аи ==0, и виражене (4) в случа косаго сим- 
метрическаго опредфлители примель видъ: 


вк 
5) а=—У У Аи нанау. 
( а эль бы 
Составимь теперь опредфлитель зторого порядка изъ элемептовь 
другало опредвяителя, взаимнаго съ А). Въ общемь елучаё такой 
опредфлитель предехавитея чар: 


6) Ал Ари 
ы й] 


им Аня 


я ебли Аз, осковной по отношению къ (6), разень нулю, то на 
основан слфдетыя ПЦ $ 182 и опредфлитель (6) ревень пулю. Въ 
этохь общемь видф оиредЪлителей 2-го порядка изъ элементовь ол- 
редёлители ззанинаго еъ Ан ‚ навъ частпый случай, заключается и такой: 
, Ала Ара | 
{7 . ; 
Чты Ади 


онъ тоже будеть равен нулю, если 4};==0. 
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Но опредфлитель Ат, нечетнато поридна, какь мнлорь осповнаго он- 
редфлителя 4 порядаа, четнаго, и потому онъ фавень нулю; а сопря- 
желные мипоры А„ци Ан его разимы между собой. Раопрывои те- 


перь опредфхичель (7), будемь поэтому ить: 


А 


пи Ани (Ч, 


: (8) 
откуда Анн=У Аи Ан. 

Это посдфднее выражен подетавлиемъ въ формулу (5) коеато еих- 
метрическато сиродфлитеня четнато порядка; получим: 


аи вн 


У Аьь Ав. @® 


ее: 


или, 


Е 


—& Ра УЯли- ва Удны „вн== 


я 


-2 дни. “и 2 Улан. мб 


ибо а, =а. 

Такъ хавъ указатели и $ пробфташуюь тотъ же рядь значейй, то 
06% суммы послёдней части равенства равны, а потому опредфлитель 
„А можно написать так; 


ит . 
А = Уд, № вы}, 


что и требовалоеь доказать. 


185, Свойствами миноровъ, выражаемыхь тождествами (8) $ 169, 
пользуются для рашешя тразнемй 1-й степени ось многимы неиз- 
вфетиния. 


Пусть дана такая. система уравнение 


| й 

в. арт... На». | 
ри - й : 

аа аа -|- ид... -Р..- Ра, | 
, 

| | 

Че баг ау т. бы, ==, } 


составимъ. опредфлитель А. изь коэффищентовь при неизвфотныхь въ 
этихь уравненыхь и его миноры, соотвётотвуюцие элементамв столбца 
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&, когда хотимъ опредёлить х,, и иомножаемь на нихъ соотвётетлен- 
но 1-6, 2-е, 3-е и т, д. травнешя, в затВыъ складьваемь; получимъ: 


ра их Х 
кг. т п, 4 тит нА 


Это радонство на обновави упомянутихь формуль (3) $ 169 приве- 
дется къ такому: 


(3) 


отиудь 


#4 


Знаменатель есть ничто иное, какь разложене опредфлителя изъ 
коэффищентовь при неизвфетныхь въ уравнешяхь по элементамъ столб- 
ца #-го, & числитель — разложене по элементамь #-го столбна опре- 
длителя, получаемаго изв первато чрезь замну элементовъ #-го 
столбца вторыми частями ныпихь уравнен\, такъ что 2 можно напи- 
ссать такъ: 


ат 63... ав 


186. Эти зпачешя будуть нонеяны и опредфленны, если знамена- 
тель ихъ, т. в. опредфлитель данной системы уравненй, именно: 


, (8) 


не ==0. Если же 


з 


А=0, [9 
то значешя 2, будуть безконечин, и слёдовательно данных уравневя не- 
совыфотны. Коли ше вторых части данных уравнений, г. с. 2,, 9,,...Ь,› 
суть нулн, то въ формулахь (5) и числители будуть ==0, а сдёлова- 
тельно значеня х; принимають неспредзленный видъ. И дйствитель- 
но въ эмъ случаВ уравневя (Г) могут® послужить только. для озре- 
дулешя отношенй зовхъ х въ одному изъ нихь. В этомъ случав 
одно изъ уравнемй будегь слёдетыемь остальныхь, тавъ какъ при 
я $, и (7). в члены (2) порознь обрицеютея въ нуль 
влфиовательно первая часть, напримёрь, перваго изъ уравнеши (1) бу- 
деть равна линейной фунищи остальпыхь. Взявъ зъ такомь случа 
цослфдшя и-—-1 уравненя изъ (1) и раздёливъ ихъ на, мы будеиъ 


имфть систему п —1 уразневй съ.» — 1 иензвфетными, именно: 
Е 2: Е 
> ......... — (8) 
2 м 2, , 


опрехфлителемь которыхь ‘будеть Ап. Примбняя къ нимъ формулу 
(5}, мы. получим: 


ы 
(9 я т 


160 роль 5 приметь на себя теперь — и); по если въ чиелитель, вы- 
неся —1 за знавь опредёлителя, произведемв круговую нереетановку 
первыхь #1 столбцевь, то получимъ опредфлитель, который вхо- 


дить въ выражен1е 21, ,, умноженный на (И сн, 


т. в. получинь Аз. 


Такиит образомъ (9) предетавится так: 


{10} 


:=7,3,4....1) мы получимь такую про- 
` 


откуда (ихфя въ виду, что 
порцию: 


ыы п ы 2, 


11} о р 
‹ Я: Я ге А, 


Е 


Тань кавъ по замЪчанно $ 182 въ случа А==0 мипоры соотвфт- 
ствующе элементамъ одинаковаго нумера въ двухЪъ отрокахъ проиор- 
щональны, мы можемъ зщбсь замфнить миноры, отв чиюще элементамт, 
первой строки, соотюфтотлениыми минорами какой нибудь 5-ой. строки, 
тавь что получится такая пропоршя: 


а) 


Это ие рёшеве мы получили бы скорфе, сравнивая формулы (3) 
$ 170 съ первыми частями уравненй (1) (для =ь 8, =0): 


0 для /==1,2,3, 


мы тогда прямо видимъ, что А, будучи подетавлены выфото Я, Уд0- 
влетворяють даннымь уравнешямь; но какь эти уравнея безь по- 
олёднято члена (негодержащато перемфнным), зо они не нарушател 
евли мы замфнимь эти воличины имъ пропорпопальяяин, ТаАкЪ дакъ 
это равнозначуще св умноженемь первой части этихь уравнений на 
нфкогорое число, 

187. Въ предыдущемь мы предполагали, чо первые миноры по врай- 
ней мёрф для одной строки, гой наприибрь, не всё равны нулю; въ 
противномь елуча, изь пропорщи (12) нельзя было-бы опредблить 
отношевя перемфнныхь к» одной изъ нихь. Въ этом случа два изъ 
уравнешй (1) будуть ольдетыемь остальныхь. Вообще, если только изъ 
элементонь р строкъ, напримврь 


1-0; 


можно составить миноры и-го порядка, не всф разные нулю, тогда какъ 
30% микоры изъ элемектоль ш-- 1 и ббльшьтго чнела тождественно обра- 
щаются въ нуль, то въ такомь случав ® — т уравлешй будуть олфд- 
с"мями остальныхх 2 уравнен\, и. въ такомъ елучаВ мы. мощемь только, 
взявь 9% уравневй изъ системы, выразить и перемфилыхь чрезь 00- 
тельных, каковыя выражеши, какь декко вих®ть, будуть первой сте- 
пени относительно этих я — т ивиззфотныхт, Чо каждое нвь и — 
оехальныхь уравневй будеть сл\дохыенъ остальныхь — въ этом убфж- 
даемся такимь образомь. Ирисоединивь одна изъ нихъ къ первимъ %, 
получимь систему ж-|-1 уразненй; помножимь эти уравненя с00т- 
зЪтетвенно на миноры жгро порядка, отвфчающие элементемь этихь 
т--1 строю, яаходящихся, наприифрт, въ р-омь столб, и залфуъ 
сложимъ вс% ати уравнев!я; въ полученномь танимь образомъ уравнё- 
зи, коэффитенгами при иеизвветныхь будуть миноры. ®-- 1-го по- 
рядка, составленные изъ элементов дазнато опредфлителя, а таковые 
шо предположению‘ всё равны нулю; ‘® отеюда и слфдуеть оказахное. 
188, Пользуясь еройствами опредфлителя можно рыиать системы ли- 
нейныхь уравненй гораздо быбтрае и удобийе, чёмь по способам на- 
чальной Аагебры. Не останавливаясь на чиелениыхь ириибрахь, кахъ 
не представияющихь нивёкихе затруднен, (читатель можеть легко 
самв себЪ составить любое количество тавихь прим ровъ), мы рутимъ 
одну систему уравнений, предотавляющуюся въ равкныхь вопросахь Ана- 
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лиза %), Геометри **) и Механики **), и представляющую еще ивте- 
ресный прихфрь того, какъ въ частныхь случаяхь могуть иногда упро- 
альея зычислекы, требуемыя общей теорей. 

Мы беремь ее изь Динамики Лкоби. Сиотема эта олёдующая: 


а 


ПИ ЗИ 
Гы ' 


я 


Рышимь эту систему относиледьно, напримръ, 2.?. Для этого мы 


должны составить опредфлитель изь козффищентовь при нензвфетныхь, 
т. е. 


1 1 1 
аа ша, НА 
1 1 1 


аа в, Е 


1 
ан, А, „+ 


и едфлать его зиамелателемь такой дроби, ‘у которой числитень—тотъ, 
ще самый опредфлитель, ко имбющ исто воэффищентовь опред*- 
дяемого неизвфетнаго соотв тствующе извфетине члены системы урав- 
ненй, т. е. вБ данномь случа выфото коэффищентовь 


*) М. Тихомаядридий. Обращеше гаперахлнитимейнихь интегралоль. Харькогъ, 
1886 г. р. 75. 

+) 1, Сождвь, Ращональныя механика: СПВ. 1872 т. стр; 120°й сябх, 

#4) С, @. Г. Заоды. Уомеванае ег Буволк. Векши. 1866. отр. -200., 


Упростизь тенерь это выранеще, дли чего въ опредфлителв А вы- 
зитаемь элементы Д-ато бтолбща изъ соотвфтотрующихь элементов 
вебхь прочихь столбцев. ЗатЪмъ, вынося общих» иножизелей столбщевь 
х общихь множителей строкъ за зкавъ опредфлителя, получим: 


и) в =. 


(кН) 


Га 1 
| -.... 
| 


и 


‘аа А, 
Подставляя это выражене дня А въ разенотво (А) и производя 
сокращене, получим слбдующее выражен для 2: 


2 белее 0. и) 


[АТС а (аа, ° 


Я 


189. Для зхораго примЪра возьмемь уравнешя (12) $ 142, чтобы по- 
учить изъ нихь выражене 8, (==1,2,3,....2-41) чрезь` ковф- 
фипевты. Для нахожденя зыравевя 9, намъ нужно взять только 
первыхь уравнешй и рить. ихь поб,; примфияя формулу {5) 3 185 


кь этой систем уразнеши, мы и лолучимь обфшанную въ. $ 144 
формулу: 


4 0 о а 
@& № о....... 0 94 | 
аа а 0... 0 Заз , 


(1 


Яро быв Яна" (Пана 


ана а, 3... а, | 


[ныфя въ виду, что (-—) изв пов; ито столбца можеть бнть выие- 
сеть за знань опредфлителя; знаменатель же, т.е. опредфлитель этихъ 
п первыхь уравненй (12) $ 142, призодитея по & 168 къ главному 
члену]. . 

Произнодя въ отомь опредфлитель круговую перестановку. нефхь 
столбщевь, мы получим: 


[Е 0 о. о, 
За и щ 0...... оо 
Заз 2 @ а. оо 


© аз 


и — Пал бы о ба 4. 6 


а Я биз Ча... 2 @1 


Раскладывая этоть опредфлитель на основани теоремы Лапласа по 
нинорамъ 2-го порядка, составленнымъ изъ элементов иервыхъ лвухъ 
етолбцевъ, мы дохжны будемь удержать только т$ изъ них, числомъ 
т--1, которые содержать элементы первой строши и кахой либо дру- 
гой, напр. $; общий видь этихъ миноровь такой: 


8) 
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дбйствительно остальшие миноры второго порядка изъ элемеятовъ пер- 
выхь двухъ столбдевъ будуть имёть дополнительными таме миноры 
т — 9-го порядка, которые будуть имёть по одной остров; состоящей 
все изь вулей, и потому сами будуть нуль. Дополяительный миноръ 
опредфлителя (3) будеть такой 


5 0 о 0 
я № 0 0 
4,3 45 о [о 
Я бро бра... @ т’ бое, 0 9 = 
а: би... 6 о 
| 
Яо бабы быв" 
1 
| р 
и 5 0 0, 
: бе а 4 ,..... оо 
о о (4) 


б-ка" 
: =. 


бык Чиа "о 


| 
1 
только для й==т, онф приведетея къ 


а" *, (5) 


зоотвётетвенный члень резложевя по мннорамъ 2-го порядка будеть 


а 


т-3 „3 
Ре аа" (а был — тво), (6) 
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и влФловательяо вЪев ето членовь (сумма значковъ} разенъ ж. Опре- 
дёлитель (4) такого же характера какъ и опредфлитель во (2); оттого 
въ разложещи его по минорамь 2-го порядка изт, элементовъ первыхь 
двухъ столбцевь членъ съ наивыешимь вёеомь будеть 


р 
м У 

® | а (а анал — вв бо 
| 


м—+-2 


Чи бы 


и умножая из (3), получим 


4 


ва", — Ва (аа, ы, 


что, хакъ легко видфть, будеть по первикожени состоять тольно изъ 
членовь ва 4%. Остальные члены разложешя опредфлителя (4) по 
эгинорамъ изъ элементовь первыхъ двухъ отолбиевъ, будуть содержать 
множителяии при этихъь мяворахь опредфлители того же вида кавъ 
л№вая часть (4), а потому, примфнял кБ вимъ тв же суждещя, при- 
демъ къ тому выводу, что всё члены выражен 5, чрезь коэффищен- 
ты будуть зева т, вакъ то мы уже видбли въ 8 146, 


Этимь мы закоячимь главу объ. опредфлителяхь и перейдем къ спо- 
собамь р®шевя системь совокупныхт уравненй в0 многими неиз- 
взотными въ томъ болёе общемь случай, когда нослёдня входать въ 


уравиеня. и въ высшихь степенях. ик 


ТЛАВА ХИТ, 


Сиетемы совокупныхъ уравнений. 


190. Прежде чёмь перейти къ системамь совокупныхь уравненй во 
многими нелазфетными, найдемъ при какихъ увловяхъ два различных 
уравнения съ одною неизвфетной. мотуть имЪть общЁЙ корень. 


Пусть данных уравненя суть: 


ы я 


Ко а Рад” "ах „а, ая-а,=0 (1) 
р . 

Ха" а а... =0; (2) 
означимь корни перваго изь нихъ чрез вв, 6, ....: а, ‚ Корни 
зторого чрезь В! ‚В, 6 ,..... Р»: тогда будеть по 8 67: 

®) = ш (в -— в) (#4)... в <) (3) 
хФф=ь&—в)@—в№)....@— Вы). (4 


Вычтемь теперь иеь хаждего корня перваго уразненя ко очереди 
хаждый корень второго, и возьмемъ произведеше вобхъ такихь раз- 
лостей (чиехо которыхъ очевидво, =): 


ЕР 


7=Д И (&— вр. (5) 


Это произведене будеть нуль, если который хибо изъ корней пер- 
заго уравненя равняется которому нибудь. изъ корней второго, иа- 
прим ръ 


и =в,; 


— э18 — 


ибо одинь изъ его множителей именно «, —@, будеть ==0; но кром 


того У тогда только и можеть обратиться въ пуль, когда шо крайней 
мБрф одинъ изъ его множителей, т.е, одна изъ разностей а, — й, раз- 
на нулю, напримфуь 


—6,=0; 


а тогда @, =, и будеть обийй корень обоихь уравненй (и. 
Такимъ образомъ услове необходимое и достаточное для того, чтобы 
эти два уравневх имвли по крайней мёрВ одикъ общйй корень, есть: 


(в) 7=0. 
Это услоше между корнями обоихь уравнеый мы преобразуемь въ 
елрдующехь 8 въ усдове между коэффищентами обоихъ уразненй. 


191. Изъ выражения У [(5) предыдущато $] зидно, что это есь сизе- 
жетрическая фуньшя отлфльно какъ зеличинь а съ одной стороны, 
такъ и величинъ В съ другой, т. е. 7 соть симметрическах фузвшя 
камЪ корней иервато уравненя, такъ и корней второго; ибо во @, 
ХОДЯТЬ ВЪ 910 выражен одинаково; точно также пеф @,. Изъ (4) 
легко зидфть, что 


(1) 


влфдовательно 


откуда сказанное еще виднфе, т. е, что У есть симметрическая фукк- 
Ця 015 4 ,%,....4,, ибо в0Б они входять одиважово, и тазже сим- 
метрическая фунишя оть @ ,,....Р», Ибо тавовыя входять. въ (2) 
только чрезь коэффищентя полинома Р(2), & лоэффищенты суть сим- 
метричеся функщи его корней; кахь сииметричезкая фунющя оть 
&,&,....а,, она можеть быть выражена ращочально чрезь козффи- 
щенты уравненя (1) (предыдущато $). Но это новое выражен е У’ по- 
хазываеть гакже, что окончательное. выражее 7’ чрезъ козффищенты 
обонхь уравненй (1) и (9) предыдущего $; будеть по умножещи на 
а" ” однородною функщей стенеяи я отновительно коэффитентовь 
уравнешя (2), [ибо ‘вефхъ множителей во {2) этого $: числомь п и они 
суть одвородных функщи первой степени коэффищентовь этого ураз- 
нев!я], н`етепени % относительно коэффищентовь уравнешя (1) — ибо 
1 есть показатель наивысшей стелеёни, въ которой входить ‘а, въ вим- 


метрическую функино Г’ этихжь величинъ, а этоть ваивыеши’ показа 
тель, кавь мы видфли въ 8146, и будеть порядкомъ этой синметри- 
ческой фуниши, т. е. изиврешемь той однородной фуккщи, хоторою 
ола выражеетсл чрезь коэффищенты уравченя. 


Въ послёднемь можно еще и жань убфдитьоя: легко видфть, что 


ОИ И, ® 
но, по (3) предыдущаго $ 
ое", @ 
слБдователено 
и 1 1 = 
7=(—0" ея а Кв) = (1) РИ, Кв», (5) 


откуда еразу видно, что У ло умножев!и на ио’вь’, относительно ко- 
эффишептовь /(2) будеть однородная функшя стенеян т. 


Оба выражена, (2) и (5), показывають какъ можно найти зыраже- 
не У чрезь коэффищенты уравневй (1} и {2) предыдущато $: на- 
добно, ознахивь неизвфотные корни перваго урдвненя буквами, вста- 
вить ихъ по очереди во второе, и полученные результаты иеремно- 
ить; полученную синметрическую фунющю коркей перпато уравневя 
зыразить чрезь коэффищекты ето по правиламь ХТ Главы; или же, 
обозначивь корни второго уравненя буквами, подставить ихъ въ пер- 
т0е, и переиноживъ результаты выразить полученную тавимь образомь 
симиетрическую функцию ворней второго уравкевя чрезь его коэффи- 
щенты. 


Имфющееся получитьел такимъ образомъ выражеше У чрезь коэф- 
фищенты обоихь уравневшй называется ихь результантомь *). 


192. Найдемъ для примра результанть такихъ двухъ уравнен; 
пож ай ав Ра ==0. (1) 
а --ыа + ==0, (2) 


Означал трезъ 2: ‘и В» корни второго уразнен{я, будемъ имёть: 
ад’ == (вова 8-|- ива? -|- аби + ва) (вой -- авы? -- ва -- аз); (3) 


*) Вообще ревультавтом» кежой либо фупиши 27) по отвотек къ ураввеню 
Пао, Вавывавтея прошводеще (а. Е.) ... Ра.) , ен, 7ь...И, корнк 
зроёиневю 7) = 0: Сохощей, Высшая Алгебра. Стр. 270. 

Тихомандриций. Высшая Алгебра; 18 


раскрывая скобки, найдем: 
ФОРУ == В ваз -[- ада (Вы -- вв) 
+ ао» (В. ?вь -- Вы бз) —- ао (в.*-- В) -- 
ыы | ав? лав? Вивь?) -- заза -- 84°) 
—{ ваз, в Е ава Ева. 


Но изъ уравненш (2) имЪемъ: 


,—— №, дай; 
(5) А-А--р; ВА: 


слвдовательно: 


1 — Иа. 


© ра вреее, -в—ов, ПИ 
= 3. 
| перер — звль, д АЕ, 
; [2 
<) пор ви ри -- =- 9% 


$— эта 6—8 
(9) ДЗ вв = 
2 
[0 рав -- дву = рава, ва = — 
. 
0 в ь,; 


зозавляя изъ (5) — (11) въ (4), кю унвожены ша В будемь ии®ть; 


собой У 6063 — ори о? | добе (6, — Бра?) 1 
{12) {- оаз (ЗЫИь — 93) -- аб? — пазов -- 
-{ ваз 6" — 6%) -- а? — оао — ва 3. 


[Шредлагаемь читателю вывести этоть результатт, подетавляя кор- 
ни первато уравневя во второе]. 


Это есть результьнть налнихь, ураднен!й; приравняяъ ето нулю, по- 
лучимъ усломе необходимое и достаточное для того, чтобы они иивли 
обийй корекь, 

198. Можно это усломе получить еше и такимь образомъ. Ликей- 
ный иножитель отвфчающий общему корню уравнен! (1} и (2) преды- 
хущего 8, буде он есть, будеть общимъ. ифлителемь обоихъ полихо- 
мовъ [(л) и Ё(=); ставемъ ве поэтому отискивать общато’ наибольша- 
то ивлителя ‘отихь полиномовт, дока ие дойдемЕ до остатна, неводер- 


— 27 — 


жашато 2; приравнизая его нулю получимь леобходимое и доетаточ- 
ное уелоще для того, чтобы оба уравнешя нули обиий корень. Фор- 
мулу для выражешя результанта чрезь кооффищенты нанзыешей сте- 
тени х въ получаемыхь при каждомь дЪлети остатках читатели най- 
дуть въ Высшей Алгебрь Соходкаго, Гл. ХЕ. стр. 973. [Для упражне- 
я предлагаемъ принфчить этоть сповобъ къ предыдущему примЁрт]. 


194. Тавъ какъ этоть способъ, равно какъ и предыдущй, требуютъ 
довольно болынихь вычисленш, то учеными были предложены и дру- 
ге епособы для той же задачи. Тань Эйлерь, заыфчал, что когда 
два уравнения 


=0 и Е) 


степеней % и т соотвётетвенно, ихбють абчий горень—пусть онъ есть 


И) 
Е 


дол- 


«,— то результаты умножены { (2) на 


жны быть тождественны, предложиль помножать лервое уравнене на 
полипомв 2 -—1-0й стенени съ чеопред®левными коэффишентами, & 
зторое на поличомъ и — 1-ой стелени св неопрехфленными-же 10зф- 
фящентами, и--какв оба результата должны быть тождественны-—при- 
равинть одинъ другому. коэффищенти при одинаковыхь стененяхь 
зъ обонхь полученныхь произведеняхь: это доставить т--я уравне- 
Ш съ такимь же числомъ неопредфленныхь воэффищентовь, одно- 
родныхь первой стопени отяосительно ихт; по предыдущей глав 
8$ 185 м 186, опредЪлитель такой системы долженъ равлятьен пулю: 
этоть опредфиитель и будеть результантомт нащей еметемы уравненй, 
и будучи приравнеяь нулю, выразить уелове, при соблюдези котора- 
то оба уравнены имзютъ обний. хорень. 


Примфняя этотъ способт мь приифру 8 192, мы должны уравнене 
(1) номножить на полинохь первой степени: 


В-- В, а) 
а уравнеле (2) на полиномь второй ‘степени: 


4 


А; ©) 


тогда для опредфленя пати коэффишентовь этихь полиномовь мы 6у- 
демь имбть слЪдуюныя пячб уравнен!й: 


Вт-- * А — в — в =0 
Вой | Ви — Ч би — # =0 
Во -- Ва — Ав— А — А =0 


(3) 


В Вы — & — А — АВ =0 


& Вы — * — * — 46. =0; 


неключен отеюда величины: 


В, В, —4, —4, — 


иы получим: 


(4) ша ВЫ Ц |=0. 
фо `Ы 


ошщшоо 


Этоть опредёлитель лучшо всего раскроетея на ословали тедрежы 
Лапласа ($ 176} по микорамь изъ элемектовь первыхв двухь столд- 
цовь, послф чего легко получить и окозчательное его выражение. 


По хому же способу можно. получить усломя необходимия и доста- 
точиня для того, чтобы оба уравнеши имфли два, три, и вообще # 
хорней общихь *). 

195. Результанть въ этой фориф еще снорфе получается по елособу 
Сильвестра, который состоить воть яъ чемь. Помножим» уравнене, 
степени я, на ве ссепени 2 оть нулевой до зи -— 1-ой зилючительно; 
а уравиеше етблепи %, ка во стещени х отъ нулевой до в -— 1-ой 
зключительно; тогда мы будеиь имфть ш--я линейныхь однород- 
ныхь уравнешй съ тацимь же тисхомь ноизивоРньОны И, Уран» 
хоторымь будуть удовлетворять тоя значешя неизвфетнихь: 


0 - Е _ Уи Яь 
пене = ера 2..1... = ы—, 


гдВ # общ ворень данныхь уразнев!; слздовательно по $ 186 опре- 
д\литель этой системы должекъ фаяняться нулю: онъ.будеть. резули- 

*) Ом: Бафлов, Гофопа Ф?АЛЕЁБсе зпрёмейке, Тай де Ралойайя рах Вах: Рома, 
1868; стр. 67. 


= = 


танть нашей вистемы уравнешй. Тавъ дня примЪра предыдущего 8 0у- 
демь имбть сллующую систему уравнение 


во* -- вл? -- зай - за -- # ==0 ] 
и ай -- а? вые -- аз 


Фе -- ый * 


хоторая показывоеть, что слёдующая система 5-ти уравненй съ 5-ю 
неизаВотными 


вой -- у Раз Наци-- * =0 
аду: -- вдь - аадь  афь == 0 


Б-Р ыр-- ый - 8) 
№ бут й уз 
# { * м - 


удовлетворяется таквыи значевями неизвЁстныхь и; 9; %, 9, Уё: 


(49) 


тАЪ 2 общий корень нашихь уравнев!й, & это возможно, когда разве 
нулю опредфлитель этой системы: ` 
шо 
Оси м № в 
Био 
овыьо 
оовиы 


(5) 


Этоть опредфличель отъ (4) предыдущаго $ отличаетея лишь тЪиз, 
что столбцы сего посльдияго въ немв стали строцами и наоборот». 

196. Олёдующий способъ Безу прямВиимь въ уравнешяиь одинако- 
зой степени. Пусть данных ‘уравнешял одинаковой стелени будуть: 


—2 


(р 


Ка = аа на о ва" 


ыы 


представим» эти уравнены в» такомь яидЪ: 


в # #1 в и-в-1 

(8) под ае о-.. На аныя а: 
в #1 к ит 

(о Бат. ре и 


предиолалая, что зь оба уравтенм ветазлень вуфето х их обний ко- 
рень, мы можемь, раздфливь равелетва (3) на (4), сократить лервую 
часть ва а”*, и буденъ инбть такимь образомы 

* В в-А-1 
тие. д +... а, 


ПР Быть, 


освобождая оть зпаменотелей, перенося налфзо и располагая по сте- 
пенямь 2, получимь отеюдат 


74 _ @ь 


(5) 


Кабы” ар) ры" °- 
ЧЕ Кабы Невер... евуно 


ТАВ для хратности положено: 
(р) абы бана} 
ыы = аыа Вани: 
а ьы Ван} 
итх 
Таиъ какъ въ (8) и (4), а слёдовательно и въ (6) & можно калать 
30% значеня оть 0 до п-—[, то тавихь уравкенй, даже (6) будеть 


»; они показывають, что такая система и однородныхь линейныхь 
уравневй съ » пеизвфетными: у, уз,..... 9: 


(ааа) и, Каыый (аб, 
(7) оф ово @ридь +... @рул, =0 
(&=0,1,3,....в-— 0), 


удовлетворяется тацими зпачещями пеизвзотныхт: 


(8) ит 


тив = означаеть общий зорень-‘уравневй (1) и (2), а потому по $ 186 
опредфлитель ея доджень разнятьен нулю. Итвйь опредфлитель сиё-° 


— 2% — 
темы линейныхь уравиенй (7) будеть результлнтомь наших ураз- 
нев. 

Тэжъ папримврь, для уравнений: 


ай ат в: ==0 | 
фай аз-р в =0 (9) 
результадть будеть: 
(ии) (а) (вуз) 
(и) (иь)-- (еб) (а) (10) 
| (ов) (а) (а) 


197. Чхобы распространить ототь ©нособу иа уравнения различныхь 
слепеней такь лоступають. Коли одно уравнене степени я, другое иг, 
причем в «я, 10, номноживь второе па д’ ”, мы получииъ два ураз- 
невя одиназовыхь стененой: потому номорйю према предыдущато $ 
можно образовать уравневя вида (6), по только лишь до & = 2-1 
[иначе въ (5) иредылущаго $ направо знаменателезь быль бы нулр]; кв 
ЭТИМ чи уравненыюгь присоединяемь тогда еше п--я уравненй, по- 
лучаемыхь чрезъ умножен!е втораго изъ данныхь уравнешй на стеле- 
ни д 075 нулевой до в—тр— 1 Аключительно: мы будемь ныфть тог- 
да систему » линейныхь однородныхь уранненй, хпоторымь ‘удовле- 
творявить д” ', 2" ,..... д, 1; приразнивая нулю ихъ опредвин- 
тель, получимя въ немь искомый результанть. 


Такь, если имфемк систему двухъ уразненй: 


ао ша -- од -- аа -- ; =0 {1 
--ия--ь 0, (2) 

то помножая (3) на и*, мы волучимь таное уравнение: 
Фа бы О, (8) 


и трактуя (1) и (3) акъ пь предыдущемъ $, мы полузииь два урав- 
нёнл 8-ей отопени, ибо здесь Х можно давать только значея Ои 1; 
присоединивь къ ним (2) и (2) Хх, именно: 


бра . (4) 


мы получим. исключая изъ этихь 4-хъ урарновй 4, 4°, ш; 1 такой 
результалины! 
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бы (аб) (ей) ед | 

5 (ба) (ав) -- (аб (ао -- (а) в) |. 
я, и и о | 
0 | И Г | 


тд в ==О п 54 ==0, и потому 


(6) (иб)--: (ие: (вре: (ау. 


198. Опособъ Безу, изложенный нами выше, обыкнозенио излагаетел 
такт: помпожимьъ уравнев первое на 55, второс на аз И вычтемь одно 
изъ другого, иотохь первое па бе -НЫ , второе ва вла, и выч- 
темъ одно произведее паъ другого; зазфиъ первое помпожимь на 
р --ыж-- в, второе но ай? -- аи-- а и вычтемь одно произведе- 
я1е изъ другого, и т. д. Очевидио, что полученные по этому способу 
результаты будуть тождественны @ъ получаемыми ‘по указанному въ 
$ 196, ор тою только развидею, что телерь будуть получатьел члены 
тождественно равные нулю; которые прежде (6 196) устранялисв, именно 
члены: 


а. Ра. 5) 
ОН ыы. а. 


199. Англйсюй математикъ Кэли (Са{еу} предетавиль этоть словобь 
зъ нфеколько иной форм. Для общаго корня уравненй; 


{1) = ин № 


будеть такие и 


[® Е) — ПУР) 
#—у 


(2) 


при зеякомь у, ибо отАЖлЛЬНО каждый члень”чиелителя =0. Но чио- 
нитёль обрашаетел зь вуль и при 2=гу; слёховалельно онъ хфлится 
ха знаменателя, причешь стецень ето относительно 2 будегь равна 
наибольшему изь показателей степеней данныхь уравненй, безъ ‹еди- 
ницы; точно той-ще стеиени будеть оно и отноеительно у. Выполнивь 
это дзлеше, ны получимь полиномъ, который расположимь ио стеие- 
замъ у: такъ ‘какъь весь полиномь будеть ==0 при всякомь у, вакь 
скоро выфото 2 будеть подотавлень общёй ‘корень уразненй (1), то 
хоэффищенты при степенихь у порозиь“должны ‘равняться. нулю; эти 
м6 коэффищенты суть подиномы отелеви и-— 1-ой относительно ‘#} 
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слёдозательно приравнивая ихъ пулю мы опять будем имфть систему 
1 8 


п линейныхь одпородныхь уравненйй относительяо 27° 1,4“ *,..., 1, 
иевиочивь которые и получихь искомый результанть. 
Такъь, если требуется исключить 2 изъ уравнений: 
вый нае =0 


фи ыв-- ==0, 


то мы дрлииъ 


(вый аа в) (ву --у-Ны) — 
— бо Риз-РЬ) (ву? -- ву-|- ва) = 


на «у. Это дфленю въ разсматризаемомь случа легко выполняется: 
зъ самомь дБлЬ, лЪлимое выражен ость опред®литель второго ло- 
рядка: 


в ааа ау а 
Вий -Ние-- Фи аУ--ы 


Вычитая элементы второго столбца изъ первато, ны дадкыь ему та- 
кой видь: 


а — Ги у-ва 
Ва" —у-Нии о БиУ-Ь 


элементы нерваго столбца дЪлятен на х— у; сдЪлавь это будемь 
имфть: 


иены ву -Раи-На 
ыы. ми -ву-ь 
помноживъ элементы перзато столбца на уси вычтл изъ яторого, бу- 
демъ имфты: 


ве) в — ву 
ое -ру НЫ. в — у 


Г 

помноживъ первую строку на = и вычтя изв второй, будемъ Иифь 
ю 

то умножеши всего опредёлителя н® 00: 


аи) -- п. в — ау 


95 — м до, — @эбь 


расярывая и употреблия сокралценное ‘обознеченше $ 196, получинт: 


э(аовь) [ао(я + у)-- а] — (во) [а — вожу] == 0 
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или 
Кадф)иох паба Е (аобо)чов + ва (ао) — (пов) == 0; 
приравнипая нулю коэффиюенть при у и членъ, независящй отв него, 
будемь ныть по раздёлеши па а, обонхь уравнений 
(в) & (в) =0 ] 
(ар) в -- (ай) =0, 


[160 вл (ава) — (ао) аз == (ба), Что пе трудно провёрить], 
Исключал отеюда %, получныь искомый результанть: 


(бу) (изба) о *) 
(«) (ш) | 


209. Какъ н въ предыдущей главЪ, взсомъ результанта мы 6у- 
демь называть сумжу значноль вевхь коэффищентоль входлшихь въ 
каждый тлешь его. 

Разематривая в0б вышеприведенные прим®ры; (въ 8 192 и слёхую- 
щихз), летно замфтить, что вЪеъ вефхь членовъ результанта одинако- 
вый, и именно  равешь ироизведенно показателей степеней обоих урав- 
пен: данной системы. Это есть лвлеше обитее: зВеъ результанта 
двух» ланныхь уравнен1й степеней % ил всегда равенъ про- 
изведешю т.п показателей степеней этихъ уравнен!й. 


Въ евмомъ дёлЬ въ 8 191 мы видфли, что результанть уравненй 
(1) и (3) $ 100 предетавляется тажь: у 


> УЕ И Ра) 
о а 


или, выпиеаюъ поливомъ нодробно: 


1 = _ .. 
(УЕ би" вар ра. Ны а); 
и = 

раскрывая произведеше, будемь имть: 

` : 2, м 
(3) В АН... аа... 4, 
тд\ первая сумма Х\ распространяется на вой значешя каждато изъ 
№, №,... Ви: Удовлетворяющихь условно: . 
{49 оз ш -н-Н.. Е =т, 


*) Обь агихь методежь сравнительно съ прежииын в. ЕЧейТст.. „О Лешеиее дей 
деиегл. Фебтен1е ии@ АЛеерга 4ег флаге Рогтет“. Тлйрейк, 1862 г. в. 108-2128. 
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хакь мы видфли въ 8 191, вторая же сумма 5, на ве значення 
Я,№,.....Ан› ВоЗмоЖныя при данныхь значеняхь о, би, И 
за вс№ разм щеня буквъ и ,%,......е, при данныхь похазазеляхь 
д ‚22 


“,6,.. 


4,; елфдовалельно это будоть симметрическая функшщя оть 
а,, (авъ мы уже знаемъ), состоящая вообще изъ суммы и%е- 
кольБихЪ однородныхь симметрическихь фупквЙ; вёсъ каждой изъ 
этихь сииметрическихь фунвшИ разень сумм (посгоявиой для вез, 
Членовъ ыаждой изъ вихт) показателей калкдаго ел члена, именно: 


ыы... (5) 
но сумма показателя степени и, и указателя ея кооффищента в5 хаж- 


домь множитель произведешя (2) равна 22; а такв коль воёхъ множи- 
телей 2, то эта сумма въ произведени будотъ ==; т. е. для вобхь 
членовь суммы (3): 


0, отм На а. РАН... эти. (8) 
А это равенство и доказызаеть наше предложеще, ибо 
а В а 
есть сумма зиачновь коэффищентову 5,, в 
АА... 


равна будеть сумм® вначкос» коэзффищентовь и;, когда симметричееня 
функщи, зходятя въ 


Зал № 
Зара... 9, , 
зыразинъ чрезь козффижщенты уравнешн (1); савдовотельно сумма знач- 
ховь вовхь козффищевтовь д; и 5,, входлщихь въ какой ‘ибо членъ 
результата, равна чи. 


На основаши этой теоремы и прежней касательно стевени резуль 
тента, отдосилельно ‘козффищентовь того или другого уравнен!я, можно 
прямо паписать буквенную часть результанта, опредфлиеь затвиь чис- 
ленные хоэффищенты изъ чаотныхь уравлешй, надлежищимь образомь 
зыбранныхь, подобно тому, кажъ это мы дфлали для симметричеекихь 
функций вь $ 191 *). 

201. Вычиеливъ результанть двуухъ уравненй легко найти и общий 
корень уравненй. Дёйствительно, пусть нелримёрь си есть общ ко- 
рень уравнены (1) и (2).$3 190; ревультвнть их по (2) $ 191 будеть: 


*)`0дь этомь читатель молеть прочесть зъ Г. ХИ уже цииировалиой выше пяяти 
проф. Ващешко-Вахорчельо. 
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{1) у = Ра). Е(а)..... Иа; 


дифференцируя это равенство по возффищеЕту &,. разематривал все 
остальное какъ постоянное и замфчал, что производная отъ (е) ло $, 


зы будемь имфть (ем, $ 62, подетрочное примёчан®): 
У . в 
в 


т 


„Ее и)... Ре 
9 *. На) Ка)... Ра,)-- 


Иа, 3; 


Иа зе. 


зАБеь иеф члены за исключенюмь лерваго равны нулю, ибо содержать 
множителемь Ла} =0; потому 


(2) а тт о) Ре)... а). 


Точно также найдем»: 


(3) 


Ил 
9, - 
® Е 
9, 


воть формула, по которой можно пайти р —1-ю степень общаго корня. 
Если 1 В-= Е, т, в. [==й-- 1, то мы будемъ инфть: 


{5) в’ п. 


у . 


+) Проноодная ста казыздете. частяою иропаводяон-ио В, (ибо при этомь про- 


за $ олитакутоя: 8 постоянные) шобознояается по-Якоби, жанр въ зекств, прехь поста- 


В 
нови онизола про предь фужиой, Ош, объ токо въ куреато дифференумьниьо по- 


числени, 


и кайдемь, слёдорательно, самый корень. Такъ, нолатая для примёра 
812% 


{в) 


ао Во? Зараз, вь-|- Заз *— об) а обо 2 а аз, аа во? 
| За? — Зари ва Нави Эа) Зааз боб 2 бфа | 
маи пабе? , 


Формула (5) повазываеть (вакъ и (6) для нашего примра), что об- 
щ корель двух уравненй, буде онъ есть, вырожаетел ‘ращональною 
функщей коэффищентовь обоихъ данныхь уравиевй: 


Въ этомъ поелвдиемь убфидаеть и спобобъ общато наибольшаго дф- 
личеля (см. $ 193); предпоелвдейй осталтокъ,--перзой степени относи- 
тельно 2, будучи приравнень нулю, дасть ототь оби хорень обоихь 
уравненй, ибо онъ будеть общим намбольшимъ дфлителеню первыхь 
частей обоихь уралнеши, хотда результенть разенъ нулю; козффии- 
енты же его будуть рапюнальныя функши коэффищевтовь обоихъ дан- 
ныхь уравненй, казь то елЪдуеть изъ алгориема общаго” наибольша- 
20 хфлителя. 


202. Переходимъ теперь къ еистемф двухъ уравненй ов двумя не- 
извфстными хи у: 


Ки, у) =0 | а) 


Ре 9) =0. 


Стеленью уравневя съ двумя неизвйотными называется наибольтая 
сумма показателей х и у, жакая только вотрачается между членами 
первой части уравнеея. Такь уравнене 


ана + ут=0 
будеть третлей степени; уравнене 


Тау? | Зпу? — Ва --Зу—4==0 


5: 


будеть ‘шестой стейени. `Уравнеме слепени я, по этому опродленйо, 
не можеть водержать степени неренфиныхь внешн и-0й, если оно с0- 
держить вс степеки каждой перемфниой хо. п-ой включительно, а 
такие и ве возможных суммы этихь отеденей до разныхь и ключи» 
тельно, о око назызаетея полнымъ. 
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Если раеположить полное уравпеше сленени и по степенлыь пере- 
мЪнной 2, то оно приметь такой виль: 


2. да" вии а... На, ци-На, = 0, 


коэффищенты при х будуть поляые полиномы церемфнной у вае- 
пеней, показываемыхь ихтъ указателями, т. е, ас будеть постояштая, 
в: будеть полиномь первой степени, слфдовательно вида Алу-- В, ; а: 
полиномь третьей степени, слёдовательно вида „Азуз -|- Ву-- С, и 
т, д; вообще а, полиномомъ степени #, сифдовательно виде 4, -- 
+В... КУР Т,: навонець а, полнномъ степепи и относи- 
“ельто уз те. вида 4,“-- Ву... Мыу-- Х,. Отд вид- 
0, что чиело вофхь членовъ полнато уравнешя съ двумя пеизвёстны- 
згя будеть равно сумы чиеель чиснозв этихЪ полиномовь 45, аи ,... в 
т. е, сумм чиеель: 


а 


я.  аераан. ето воет. 


Если дакных уравневм не полныя, то вводя новыя неизвфетныя & 
и 7 при помощи равенетнь; 
{ д 06 - ВУ 
уаз 


(4) 


можно ихь иревралить въ полных: лёйствительно, при произвольноети 
козффищевтовь @, В, у; а', Ё’, 7’ не можеть произойти исчезновеще 
лакихь либо членовь, между тёмъ какъь уже одинь членъ я"_№у° до- 
ставить 6% члены требуемые опредзлеемь полнахо уразнешя. На 
этомь основаши мы всегда можемъ предиоложить данных уравненл 
полными, 


208. Итавъь пусть давы два полныхь уранневя съ дауия иеиз- 
вфетными хиу: 


{и Пару) = ох" ай? ааа... Ра, даа, =0 


© еде НЫ, 0, 


хоторыя мы валли расположенными по степенямв ху; слфдовалельно 
букзами: а, и Ъ, во предыдущему обозначили полиномы степеней # от- 
посительно у, Положим, что #л ‚ и суть 78 зпаченыя ш и.у, воторыя 
лредетавляютт. общее ‘реле этой системы, олбдовательно будучи 
подогавлены ‘въ эти уравнени тождественно обращають ихф въ нуль. 
Предположим»ь теперь, хо’ вь. данных. тразневя только  вмвето 9. 
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подставлено его знечеше у:; эт0 обстоятельство мы укажемь, поста“ 
зивъ значекь (°) при козффищентахь; тогда мы будемь имзть така 
два уравнены: у 


Кат) = ау я а’ а" ара 


Пе у = б-р ева | 
эти два уравневя-—теперь уже съ одной пеизнфотной-имбють 0б- 
иий корень 2: ; сл\довательно ихъ результалть будеть =0: 


У=0, (5) 


Олеюда видимъ, что ди есть корень результанта уравневй (1) и (2), 
зычисленнаго' въ предположени у постояннымь ко одкому изь ©п0со- 
бовъ выше показанныхь. Въ этомъ случа тразненю (5), [которое мы 
теперь такъ обозначим: 


7 =0,] (6) 


получаеть назван конечнаго уравнен{я, получаемаго по исключени 
2. Оно степени чт относительно и. 


Дйствительно в\еъ результанта ==име; слдовательно еумма указа- 
телей коэффищентовь кадаго члена веть ии; во теперь указатели 
суть и показатели степени этихъ кооффищентовъ относительно у. Слф- 
довалельно наивысшая степець, ‘которой достигаеть у въ уравнени (6) 
ебиь ти. 


Ичактъ, степень кокечнаго уравнен!я, получаемаго чрезъ ис- 
глючен!е одной неизвЪетной изъ двухь уравнен! съ двумя 
неизвустными относительно друвой ненавфетной равна про- 
изведенио похазателей слепеней обоихь ханныхь уравкен!й. 
`Это и есть теорема Везу относительно степени понечнаго уравне- 
ши. Оиё распространяетея на кахое угодио число уразненй съ тожимъ 
же числомь пензвфетныхь. Но для этото нахо иредверительно раз- 
смотрёть симметричесыя функц системь рЬшев двухь 
уравнен! съ двумя нонзвфетными. 


204.. Изъ конечнато уравнешя, какъ степени зи относительно у, 
мы нойдемь ти значений у, которыя мы означим чрезъ И, 92, У =. Ули * 


Соотифтотвующее паждому изъ этнхь значевй у Значене х вайдетея 
по способу $ 201; мя означимв значеню д, отвбчалощее у; чрезъ х,; та- 


хинъ образомь мы будемт, ныть тая системы рыменй чиеломъ им: 


ПУ 29а; 29а Уи. @) 
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Веякая фупкшя оть этихь. значе хи у, которая не мфинезь ево- 
его значены отъ персотановки дзухъ какихь либо изь системъ рёше- 
в одной па ифсто другой, назыпаетея симметричееною функщею 
этихъ системь рёшен. Боб пёлыя ратонольныя скуметричесия 
фуныци сводятся къ тахижь: 


(2) За у сы 


роли 
т бы Уи + 


тдЪ У озналаеть сумму вовхь членовъ, выводимыхъ изъ стоятаго под 
этимъ знакомъ чрезъ перестановьу вефми возможными вповобами: одной 
системы ршени на мфето другой. Изъ числа этихв фуньши та- 
Ея, накь 


ия 


(3) ау 


называются проетыми. Подобно тому, кажь и въ глав УГ (88 140— 
141), вычнелене симметрическихь фунецЙ вида (9) сподится на вы“ 
чиелен!е ироегыхь симметричеекихь функий. 

Перехножихь дв симметричесвя фуикдуи: 


вв 


(4) че и 


мы получимь члены друхь типовь, смотря но тому будемь ли пере- 
вожать члены съ одинаковыми значиами у хиу, или съ развы- 
ми, именно 


: Узы 


ть 
диих р 
вн 
Зари. аул, 
тд послёдняя сумма распроетраняетея из лов различныя соединен я 
по два изъ и значковь. 
Отсюда получимь: 


ты в, \ м 
Зву аи 


8) с» 
Ру Хау. 
Ут м ф 


Тахниь образомъ по этой форнулВ вычислене двойныхь еимметри- 
чеснихь функтй сводител на вычислене проотыхь. Точно также легко 
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получить формулы для сведешя тройныхъ на двойныя и простыл, елё- 
довательно окомчательно на простыя, и т. 5. Сл®довательно остается 
показать какъ вычисляются простыя симиетричесвя фуккщи. Пузсеонъ 
даль для Этого такой способъ. 

205. Пусть данн два, уравневя 


Ка.) =0; <) 
тео; @ 
лоложииь: , 
да-у=Ь, (3) 
тдЬ д произвольная величина; взявв отсюда 
у, 4) 


подотавимь его въ паши уразневя; получим, 


Ка —1)=0 


5) 
в. 2)=0; ‘ 
ясключая отсюда #, получимь конечное урадтеню 
Ф—0, (6) 


степени з отновительно +, козффищенты лоторато. будуть цфлыя 
функди коэффищентовь данных уравненй и А. Борки этото уравне- 
ня (6) будуть 


аи, (т) 


тд 1==1,2,5,...ми, Проетыя симметричееня фунещи этихь корней 
уравиен!я (6} выразятея по формудамь Ньютона ралионально чрезь 
хоэффищенты этого уравнения, слВдовательно и чрезъ позффищенты 
данныхь уравневй и величину д, т. е. будеть 


ия 


ффтя 
2 2 би 0, 8) 


тд И ращональная фулкщи коэффищентовь деннаго уравнешя и 4. 
Раскрырая 008 части разенства (8) и располаган по ехеценямь д, бу- 
демь иыёть по сличени козффищентовъ при одинановнхь стеленяхь 
А въ обфихь частякь равенотва, тая формулы длл зыраженя иро- 
отнхь симметрическихь функшй р®шевй уравненй (1) чрезь коэффи- 


центы этихь уравнеей: 
Тихомандриций. Внешая” Алгебра. 19 
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Рив 


ри 
= 


5 №, №, Ви, .. И... суъь коэффищенты пук 1", м... 
въ разложение 1(7) по степенлиь 4, слфдовательпо ращональных функ- 
и коэффищенуовь данныхь уразненй. Легко доказать, чго вфот вы- 
зажешй симметрическихь функщИ, (казъ проетыхе такъ и сложпяхъ), 
‹пегемь ршенй чрезь коэффищенты уразневй (г. е. сумма зпачковь 
при козффищентахь, зходящихь въ составь каждаго члена этого зы- 
фажешя) разенв вумыф показателей и; и у;. Въ самом» дфлф, если на- 
пишем® первое изь донных уравненй таль: 


(0 еее еде’, 


* . 
озкичеи чрезь (х,у)’ сумму Вхъ членовъ даннаго уравненя, изифре- 
же которыхь есть #, и толно также другое: 


ОО бе "о. ее’ =0 


Е у : 
то, виаллях —— и - выБето хи у, по умноженм перваго на В", вто- 
й 


рого на №", получимь тавм два уравненя: 


уу" 
Пану" 


„ уу Му 6 


па аи 
. | Вии 2", у’= о 


( 1 
уЬиа у" 


рЬшеншя которыхь будуть въ № разъ больше рышевй первыхь хрухь, 
именно: 


13) 
ТД% {—=1,2,3,... 2. Если дащимь коэффищентамь данныхь урав- 


чей въ значки, числа недостаюния изифренйо (2,9) до наивыешато 
зь момь уравнени, [олВдовательно для козффищентовь (2,4) въ пер- 


ин 


— 291 -— 


воиъ урезнени, з —{ во второмь ж— й] то, кавк видно изъ (12), ко- 
эффищенты новыхъ уразненёя получатся изъ коэффищентовь данных 
уравненй чрезь умножене на степень %, которой показатель равегъ 
значку коэффищенто. , 

Зозьмемъ теперь такую однородную симметрическую функцю рЬше- 
вй данных» уравнен!й 


уни" (19) 


Т= Хами“. ух 


если замзнимъ здфсь рьшешя данныхь уразномй рыленями уравие- 
ый (12), то по (13) будемъ ныфть, въ зиду однородности симметри- 
ческой фувщи (14), ел6дующее: 


м, тв роны 


о юн 


За ау 
ау С р, (5) 


Отоюда слфдуеть, что выражеше У чрезь коэзффищенты данныхь 
уралнейй должно быть таково, что когда мы козффищенты данныхь 
уравненй замяинь коэффицентами ‘уразненй (12), или, что тоже, 
ухножиме первые коэффищенты на степени №, показатели которыхь 
равны соотафтотвенно зналкань этихь коффищентовь, то все это вы- 
ражене умножится на 


рен лиры ия, , 


& это звачить, что ‘суима значковъ— стало быть и вЪоъ выражешя И 
чрезь коэффишенты равны * 


ан... бью РН... Ея, 


что и требовалось доказать. 
206. Теперь мы можемъ вычислить результанть трехъ уравношй съ 
двумя неизьветными: 


Пар =0 
Ре у) =0  @ 
Фи, уу==0 


степеней т, в, 2. Для этого найдемь вс’ жи рышевшй первыхь двухъ 
изь этихъ уравнение 

д ММ: 28:98; 23... Хан: {2) 
и ибдетавивь каждое въ третье изъ уравненй (Г), пвремножимь „ре- 
зультаты этой вотазни; зогда. получимь произведен!е, которое означимь 
чрёзъ. В: 


* 
(8) Е д (ну). 


Это произведеще есть симнетрическал функщя отъ сиотемь рёшенй 
первыхь двухъ уравнешй, хаюь легко видфть, которая потому можеть 
быть зыражена раптональною фувкщей козффищентовь этихъ уразие- 
в; слфдовалельно окончательно это будеть радювальная фулкиия го- 
эффищентовь вефхь трехъ‘уравней. ВфЪеъ этого выражевя ея трезь 
козффищелты будеть жир. ДЪйствителяно въ каждомь членё Фу) 
сумма значковь коэффищента при кахомъ либо произведени стеиеней 
*; ици показателей этих степеней ностоянЕо равна р; слфдователь- 


‚я 


= 
во по перемножени въ хаждомь членз произведещя ПМ Ф(е,у) она 
= 


будеть р Х шв-= тир. Отобравь деф члены въ которые входить ка- 
хая либо опредёленная комбинащи стеменей коэффищентовь третьято 
уравнешх и зыпеся ве за скобки, лолучимь зъ скобкахь сииметри- 
ческую функцию системь (2) рыпен лервыхь двухъ уравневй, в о- 
торой сумма; показателей стеленей 2:9; (=1,2,3,....08), входя 
щихь з5 кывдый чдень ея, будеть дополнять до энер сумму вначковъ, 
вынесенныхь за скобки степеней козффищентовъ 3-го уравяены, знач- 
ковъ—помпоженнихь соотвьбчолненно на показателей энхь стененей; 
а эта сумма поназателей степеней х;, у; и будеть вфеъ выражения этой 
симметричееной функщи въ хозффищентахь первыхт двухъ уравпенй. 
Слёдовательно зфек разематриваемой группы членовь произледея 


тя 


И Ф(т„уд, будучи ревень з5су выпесевнато за скобки мпожителя -|- 


вЪеь выражена въ скобкахл, будеть-=линр. Это выражене В будеть 
результантъ трехь уравневй. 

207, Если козффищенты уразкенй (1) предыдушаго $ суть полиномы 
ОтЬ г степеней, показатели воторыхь равны ихЪ сначкамь, то полученый 
по указанному въ предыдущем $ результанть будеть иовечное уравнение, 
пронешедшев оть исключенл # н у изЪ этнхь уразлев!й, и слелень его 
отяосительно 2, равная вЪеу результанта, будеть мир. Тавимъ обра- 
зом6 степень вонечкаго уравнешя, получаемаго чрезъ исклю- 
чен1е двухъ неизвфотныхь изъ хрехъ. уравиен! съ тремя 
неизвфстныий иметь показателемь произведен{е позазате- 
дей стененей этихк уравнений, 


208. Это прекложеше распространимь телерь на ‘жажое угодно число 
® травненй съ № некзвфотными. Сперва найдемв вфеь результата й 
уразпенй съ #-— 1. леиззфотнымя: 
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Я (ву, 2, ..... =0 
Вау, 4... и) = 


еее @ 
(ея, ..... = 


Бун: Ш) =0 


степеней соотв®тетвенно: 


9, т, 5, ..... бра: ТЖ. (2) 


Допустимъ, чхо степень относительно и конечкаго уравнены, полу- 
чаемаго отъ исключен #,у,2, ..... изъ #—{ первыхъ уравненй 
имфеть повазатолемь 


й=вить . и, (3) 


х озпачимъ уфщеня системы чрезъ: 


Жо дем 


23а, Узу ау +... а 


(9 


Яру Ув ан Фи, } 


Чтобы вычислить симметричеся!я функц? этихь снётемъ р%- 
шен!й, сл®довательно такихь функщй, воторыя не изиняются отъ 
перестановки двухъ системъ одной на мёето другой, положим: 


Ден --.... Нч (5) 
отоюда . 
ива — 


} _ © 


знося въ первыя #-—1 уравнешй изъ (1), получим: 


В (ру, а, ау Ав ,..:) == 0 \ 
Ву, в... ея...) 80 а 
у, в, г. Аа ув...) 


ИСНЛЮЧИЕЬ #,У,2,;.... Отоюда, получинъ уравнен!е: 


9 ==0, {8) 
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хоэффищенты котораго будуть зависёть отъ коэффищентовъь данныхь 
уравнешй и отЪ 41 ,42,4,...., @ степень будеть число: 


Ета. 1, 


ибо $ вошло пифето и при посредств линейной подотановки (6). Кор- 
ни этихъ уравневй будуть 


(9) а ЕЕ... мь 


Простыя симметричеся фулкщи отЪ нихъ зыразячея ращонально 
чрезь козффименты уравяенй (3), слёховательно чрезь коэффищеяты 


первыхь & —1 уравненй (7) и величины 4,4, :... ‚4: 
заЬ 
(10) 2 а... Ен =Р, 
ть Р==9(0,42,...._:} Целая ращональная функшя величинъ Аи 


хозффищентоль уравпеши. Раскрывая скобки направо и калфво отъ 
знака =, и сравнивая козффищенты при одинаховыхь стененяхь ве- 
личикъ А, 1, .... в5 обфихь частяжь (10), мы получимь формулы 
для вычиеленя проетыхь симметричеенихь функшй рёшешй первыхь 
&—1 изъ уравней (7). 

209. Ветавимь теперь рашевя {4} предыдущато & въ послёднее 
уравнене (1) того же $ и керемкожимь результаты; получим: 


| = 
[@ с В И арен, 


очевидно — симкетрическую функю этих рфлевй, зЗоъ которой 
будеть у 


(2) р. т а. ТЖ. 


ДЪйствительно, раскрывая произведете, получимь сумму проивве- 
дей пфкоторыхъ степеней коэффищентовь функши /,, умноженныхь 


еще на произведене пёиоторыхь степеней м, у,,2;,..:.и;; отобравъ 


зе члены, въ которые входить какая либо определенная комбинашя 
опредвленныяхь отененей этихъ козффищентовь фунвши [, я вынеся ев за 


скобки, получимъ въ скобкахь симметрическую фупклею рёшенй (4} пре- 
дыдущего $, въэтой фунещи сумма показателей степеней #;,,,2,.:...% 
будеть дополнять вфеъ множителя, вынесеннаго за скобки, до ий, 
таюь какъ въ каждом эленй 4(2,,/;:....4) сумма похазатедей оте- 
пеней 2,,у;,....и; + ужазалель кооффищента этого . члена. =, 

влёдовательно въ каждомтъ член произведения и тажихь хкожителей она 


к 
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будеть ==,.и; а эта сумма показателей д,, у, ‚в; и есть вфеь 
этой симметрической функция; итажъ вфоъ разсматриваемой труппы чло- 


новь, (а слёловательно и всЪхъ прочихъ), есть 


эт, ..... ть, 


что и требовалось коназать. 

210. Пусть теперю. уравнены (1) предыдущего 8 содержазеь въ своих 
козффищентахь еще перемфнную и, иричемъ эти козффищенты пусть 
будуть полиномы отб о, степени поторыхь имфютъ показателями ука- 
зателей отихъ коэффищентовь; тотда образозанный по предылущему $ 
результанть Й будеть степени: 


РТ... 8, 


отпосительно ©; сяфдорательно степень кокечлаго ураннен!я, по- 
лучаемато чрезъ исключен!е 2—1 неизвфетныхь изъ Ё урав- 
нен!й съ`й неизрзетными, иметь иоказателемь нроизведен1е 
показателей степеней этихъ уравкеи1й. — Это н воть теорема 
Безу о стелени конечвато уравненя. 

211. Прихёниит, въ заключен! этой главы, теорно исключейя къ 
рёшенно задачи, раземотрённой въ $ 168, именно о составлен урав- 
женя, которому удовлетворяла-бы фуньтя 


у=ь вай 
какого либо корня д уравнешя: 
до а а... -Р а, ==0. (2) 
„Предетавивъ (1) въ тазомь вид: 
уе -Н.,... Е ая” 


найдемь результенть уразнешй (2) и (3) мо хоторому нибудь изъ ио- 
хазанныхь въ началь этой гиавы способов: мм будень имфть уелове, 
которому долженъ удовлетворять у, чтобы оба уравнёкя (2) и (3) им- 
ли бы общее рышеню 2; т. е. будемъ ныть урапнеше, которому дол- 
жень удовлетворять у, для того чтобы имфть звачее, получаемое изъ 
(1) чрезь вотавку этого значешя х. Это уравневе будеть отелени 
отвосительно у, ибо результанть уравнений. (2) и (3) будеть стенени я 
отновительно козффиментовь уравненя (3), слдовательно отелени в 
и относительно у, который входить эъ поолёдий изъ нихь, 5 -у, 
зъ первой стелени;—- что согласно во сказаннымь въ 8.158. 

Сохоци!Й. даль зъ своей „Высшей Алгебрь“. (стр. 276) слбдуюнуй, 
боле простой олоёобь для рёшеня этой задачи. 


от а; 
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Помвоживь уравневе (3) на д и исвлючивъ из результанта 5’ при 
помощи уразневя (1), получимь такое уразпене: 


{4 ебу... Но 


помноживь это ка х и опать исключивь 2“ въ помонию уравнения (1), 
лолучимь такое уравнене: 


1 


(6) а-я. Е 


помножая это на 2 и исключая х* съ помоню (1), и такъ далёе, мы 
дойлемь вапонещь до такого уравненуя: 


(8) И Ри... у 10. 


Изь и уравневй (3), (4), (5)....(6) исключая величины: 


(7) Тм, м... 2, 


относительно которыхь онё линейных однородных, мы получимь ре- 
вультанть въ такой форм: 


5 


(8) 


, @-0 дер 1-9 0 
ом а У 


— Уравневе очевидно стешени и относительно у. 
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